
1 . 集合 iU.n.luA. 不等式 中 法 :-x-3<0 , lx-ikl.Y.kz
⼦集, ⼀个 集合有 n 个 元素 ,

1到有 2
"

个 ⼦集 ,
有 2叫 的真 ⼦集

, 有沿⾮空真⼦集
,

真⼦集 : 集合肿任意元素 均为 集合 13的元素
,

且 13中 ⾄少有 ⼀个元素不是集合 A 中元素
若AEB , 但存在 XEB , 且不如 , 则称 A为 13 的真 ⼦集

,

记作 AGB
空集是 所有 ⾮空集合的真 ⼦集 A-fxlyinlxEIo.to )
A-fu.az , G …

a } 1 + 4 + G + 9
3
+ … + G

"
= 2
"

B-fylyrxtljyEI.tn)à

CYyly-YZ-abi.EEabi ⼊

第⼆象限 第 ⼀ 象限
2、复数 : 1 2 ,叫 ⼆ 州州 , lzkii-abia.biz/+iM=i=※1鄢芳 (考的多 ) Z:

2 + i

第三象限 第四象限
-

a-bia-bik.nl: 1 2 1
"

,
ĒZIZF

注 :需要是陈述句 , 命 的否定是只 否定结论
原命 不 若 pyq3. 命题

| P : UXER.itx + 1 3 0

真假性
否命 不 若py-nq-pitxER.xtxtlc.no

真假性 ⼀致⼀致 逆 命 不 若 9 则 p

逆 否 命 不 若 -q ,则 7
,

条件 ⇒ 结论 充分性

结论 ⇒ 条所 必要性P 119且 隄 9的 充分不必要条件
pvq 或 看您
P-fxli-8x-zaojzexc.io?,i-P⾮ 不等式关系 ⼩ ⇒ ⼤ S和 1 1-m ……叫 ⼩⇒⼤

⼤ ⼩

范围⼩的 ⇒ 范围⼤的 若 不印是 XES 的 必要条件 ,

救范围 ?

⽂字游戏 : 1 - m , -2

fmc.io "

户
"

mq 故.ME [0 , 3]
XEA 的充分不必要条件是 ⽔ 13 1-m nm m3 0 取交集

业 ⼩ ⼤
若 叫

'是 XES的 充分条件 ,

求 m范围 ?
XEB是 ⽔州 的充分不必要条件

fmez13⇒ A Hm , 10 i
,你总 i.ME [9, +的)m3 9

1 -MEHM



4、 函数
E

D 定义 域 : gs-ixi-igi-gi-hi.gg ⼋九年

gi 3_3 ⇒ tgx 3_3 ⇒ hgxsixiihg.xc-lo.nl
若 已知和 定义域 区⻔ y-fly.gl 括号内 定义域是⼀样的则 oaogx.ly和⼗⼋

⼋

4 -_-
-_-

2 -_-

对应法则 : 1 1 )加洲州 ⇒ 左移 1 个单位 ,

纵压缩 出 -_- n

- 1 0 1 2 7

1 2 ) 待定系数法 :

g., 若 f) 为 ⼆次函数 , fn ,
且fn-fnzx.by fx) = ?

fxr-ax4bxtc.fi , 令⽔ 0
, 利 =%) fbtaob.az 作 "

C= 1 令x-l.foj.fi)= -2 0
- 1

必须 写新元 ( 13 )换 元法 :

g : 若松刘 =
1-⽔

取值范围 ! ! !
Hxz , 则 f) ⼆点 ,

化州

令 :
"

,⽐
f) = 1 - 1个到

2

m
= t

,

4 7件 - 1
x=

1-t

1 - 1 个到
2 滋

故 以 1
,

(4)配 凑 法 :

gifzix.bg + 233
,
求外 析式 : fkhgx + 233

a
3
+ B = ( a+ 1》 (a

2
- d) +们 = gi + 233

à- B = ( a - 1》 (a4d) +1》
(atià-3的+3mi giflx + ⼽ ) = ⽔ 市 , f = x , (⽔ 3)

,

⽔ ⼼,
-2] u [2 ,⼀ )

(a + 1》
3
= a
'
+3坊 + 3-+ B 1

latbtcfib-ic.int玭北 (不成 1 1⽔ 1 +求 ) = (不成 )扣+秒
2
- 3]

⼭ 求谁没谁

g. 019
蜘 和为奇 ,

当⽔ 0时 , f)⼀世 ,
若 fln 2) =8 ,

求 a ?

设 : 》0 "和奇函数
, 则 fnélg

有 -xafxren " 当》0时 , fn-fx.in i. a = - 3



gi 已知 和+2) = -%) ,
当 ⽔ [0 , 2) 时 , fnzx_x2 ,

求利 在 [ 2 , ⻔ 上 的 ⾮析 成 ,

⽆⽗ : X E [2 , ⻔ 故 : 和+2) = 2 12+2) - (x+2)
2

= - x
2
- 2x

有 : 加 E [ 0 , ⻔
不 ifx-izj-fx.i-fn-X-zxi.fi x_x

1 6 ) 利⽤对称关系 求 年 析
,和 关于gx 对称 (反函数 ) giyi 就将 不→ y 棑即可

y,

少和关于 gxta对称 : ( 1 . 3 )
如+5

加55
' l -2

, 6)

技巧 ilxo.gg
关于如对称

> y.no ,

只能灶 1时⽤ lxoy。 ) 关于5"埘称
, ly-a.ua )

xy-alxo.gg关于5加⼒对称
, (by。 ix)

x-byegiu.my
xzy +5=0任意 lxo.gg

关于你"可⽐⼆0
> (x , g)对称

x= 1 - 2 × 1 ×
1- 4+5

x = xo-ZA.AT/otByotC 5

A2 + 132

gz-zxc-n.1-gyo-ZB.AM多。
+ C

A
2
-1 5

g 2015年𤦔⽂数 吓设和与扣
"⼼ 的图像关于直线 ,⼀对称 ,

且扣) +f-4) = 1 , 求 a ?

和 图象上任意 ⼀点 lxy ) 关于扣对称的点 (y ,
- x ) 在 函数扣

"圵

x=y
故 :-x =逃

整理 : yalgx , 则 ifxia.bg的 "

f-f-l.id-Z.ia-lgita-hg4-le.gg2
"

关于y :-x+3 对称 后 的 多 析式 :

设

ilxyjlx.gg关于必以 对称
> (3_3⼀)
~o~

⼀定在扣
"
上

, 代 ⼊ 3-仁!"
加 3y

g!" = 4y



⼩ y T ) 关于 ⼀对称 : 5和 关于 (a .
1》 对称

和
g) ⼆ ? 中点 坐标公式 :

✗ ⼗双
= x蛿

(2-xizbke.gg˙
(川 )

2
.la b)

gxjqx.ggf) 第 1 步 : 先在扣上 随意找 ⼀个点设为"以

gM-yfn.ua 第 2步 对称到 和上

Zbyfan gzbfax )
第 3步 : 代 ⼊ f)的作 析 式

,

奇 偶

(6) ⽅程组法 ifn-igxrexgg.ie"

,
让难为 -xifxitgtxke-xts-lfexib.fmgnēx 求最 值的⽅式 ,

值域 10%考 ⼆次型
⼀次

⼀次
⼆次

⼆次

⼀次

⼀次

⼀次

⼆次
三 ⻆换⽆ 求导 均值不等式 线性规划

1 1 ) ⼆次 型 :

yoszx-isinx-l-zsiix-isinx-zit.tl ,

t.EE/,1Jy=coszx+asx=zoix-ltasxsinx+osx=t
两 ⾏到平⽅ 。

gsinzxtsinxtasx-zsinx.asx-isinxosxltzsinx.com =ti
= ⻓ 1 ⼗ 七

, t.EE ,订

gelē"+⼼⼼ ) =垃⽐ , tek.tn ) ⽐这七
是

出14国⼆
,21igel-e.ba ⻓ e"+ e"+ 2

1 2)
⼀次

⼀次 ig-t.am) - 1
x + 1 x + 1

= 2 -
1

-
1 ad

分离常数 2灲
"011 了 yinb , ytǎg.𢝵 =

212倒 "
⼆2tzhiztfc.cz ,

3]2kt 1

y-ifo.sk#0,z+-iElo , ⼼} 》 [0 , i)

y =
12位3) 141的

=
(t+2 ) (⽐ 1)

=
2-14 3t - 2

= ⽐
_
-

2
+ 3

13 )
⼆次 ⾮1 1 t t
- 次 igaxt-lao.bz 。 )

t冰4 1 3 1 2t - È+3 EP.tn )

y.gg_
⼀⽐ 定义域 " " ' " """ '

i.[3幽⻔
2

值域 ( ⼀ 的 , -2钔 u [2- ,
⼼ ) a + 1》 2痧

雅家,
y y =

篷以巢"
均值 ⽕ 必以

2 ⼆本(以4 1 )
2

当且 仅 当 出2 = 4灿gax.in
了 通⽤g = 12位 2) ( 4位 3 )

=
1圳 12圳

=
2-143t.tl

a> 0 ,
叱

语 (⽔
2
+ 1) 2 t

2
-1
2

⾦籼 = t = 2 + 3

-i t, 1



219 国⼆
: gktk.lk

-0
,

0 kt.it , 2

k + ⻰ ⼼ ⼤⽐训⽐到 1 k-to.yi.cl ) = 2必应+5
⼆

k块
2伈⻰)

2

+ 1 ⼆点 1 zti E 1 0, ⾏
⼋

意 ! >

求导 求最 值 : ⾼ 次 函数 gx3-z.in ,

超越函数 gazx.in/=l1-zsirix).sinx=-zt3+t.*tsj ⇒ ⾸先化为 同 ⻆ ,

2018国⼯ 167

igzs.im/+sinzxyEzasx+zaeszx=zlzas2x+asx-i)=zlux-1)laxt1)
训国⼯ 1 67 : ⽴体⼏何

三⻆ 换元 :

1侧
到 圆

椭圆 ¥ +5= 1 上 ftp.Z-x-izy 范围 . P
"的 0

Z-zasazsino.gsin0
= 2次 , sin (0+形 E [- 20 ,

2叮

均值不等式 : átbszab

ab 32话
,

⼀⼆ ⼆ 定之本将
S
-还 ⽐ ,

b> o

|
⼆ 定 : a -15和为定值 or ab积为定值(会 背 公式 )

湘导 : 当 以时 , 取等条件 ,fǖ-.-鿊d + B + d 3 3班 卡< b-ima.me 1<0州 俊 (㖌品。)
btnatbtc33.tn⼩于 1 同加 121 变⼤

⼤于 1 同加则 变⼩
D 1 的代换.fi 1 ,

求 zab 的min-an.lt》

求谁 留谁 作三⻆形 ) a+仁 以 3
,
求的 范围 ? ab ,酒

求 atb范围 ? 如吟彻 = 4 (a-1 5 -1 3)
1 01分- 4(a+ 1》 - 12 3 0 " atb , 6

绝对值不等式 : lal-lbklabklat.pli-2-6SDkx-kxs-x.cn
-1 Ex gi 1 3 - 2

去 绝对值

1 20 12叫 《 刚 > 两侧平⽅ (两侧都要⾮财可 )
'""

3012x31 +1不3139 > 零点 分段法
。 Sxci , ( 3- ) + 13- x) ,9.net

ktor 》5 iyiyi"9○线性规划 :

Z-zxy.Z-zxy.zf.mg :
" 了

,
(以 3) + (不3739 ,

加5

y = -2x + Z J 27 - Z



指数 am.anin.abn-anti.ci i.nm.im
⽌

amfm.fmfy , T-T
"

,
礁 声i-n.fi/xlnyizy=d(ao

,且 a# )

刈 刈 看

a> 1 00- 1 毞

"
,

˙

(0 , 1 )
。 (0 1 1 )

⽂ ⽂ 仁 1 a > a > G >G

当 x = 1 时 ,

yi-sgaxyzxii.i.li
g :

4 = 3
"

, 问 a - b ? 悲 ba 了
D a > b > 0

@ a = b = O

O a < 1>< 0

对数扣
"'

, gn-x-nlogu-yhglg.hnha ⼆
纱
ga

fxnfyfxy ,

hgi-gg-ithguhgig.MN幽" N
底 ⼤ 图 低

刈 ny刈 @@
a> 1 ggǎ … 。 .

˙

y= 1

3

,

( 1 1 0 )

可
测 ⽂

0cal

㓥= 1 时 ,

ggisaxgigcgi.no
反函数 go.kiy.ly

M

B
a I > a > b > o
x=2 2012全国 12 7 : yi.fm灬
i 了,

c.bax.tl 把鸡的 ,
把挡成 x

d = 2X
-算 互为 反 函数

ftp.x



xy

幂 函数 yicxem 画图像
第 1步 第 1象限 灬

/y i _ _T
-< 1

1 xco

yri 第 2步 定奇 偶
˙ ' "

⼆ 本 ,

⼆ 声 偶函数
䑔 < j y i

^

函数性质 :

⼀
、单调性 ia.azEI.xcxz.fxn.fm f

f) - fx :)D 定义 i

,加
>0 1

g迦
"

> f为 [-,,- )
20复合函数单调 性 : 同 增异减 gd ,

wizx

f f (⼀ ,⼀)

30 1+ 1 = 1

1 - ⼩ ,
若 利 y-t.fi, 1 9 1 = 不⼀定是 增还是减

1 - 1 = 14 0 = f - 1 1 㭙判断 )

1 - 1 = 1
fxif.gg ,

且 fxno.g.no
⇒ fx.gr
⇒

fi-ex-if.mg 6 了

注 : 含参恒过定点 问题 :

⼆ '

补 :D ci 此时令 ⼊ ⼆ 0参数

gà
" '

+ 1, 此时 令 3"1=1

gxtznxtzny-zn-zoz.nuy - 1 ) + (x -2)=0

故 : P-y.iox - 2 = 0

年 :P
"

y -_- 1



⼆
、 奇 偶性 奇埼 ⼆ 奇

奇 崎 ⼆ 偶
① XEDfi-xEDf.fi f) 偶

奇偶 :奇f-xn.fi 奇 ,

奇 凼数 : foorfo)⽆意义 奇 + 偶 ⼆ ⾮奇 ⾮ 偶

② 常⻅奇 凼数ykxglxtatix.aty淡 少所以 , gtanwx yg蕊 yg 架,
⼋

gěéx
⼈

ygfī ± ax )奇, y.at# ,

↑ - ↓
"

gax_ ±
_

591痴。 ) ^

y x
3 ⼈ yeil

> ex.ly 嵓| n

_
_ _ _

_ _ _ _ _

③ 偶凼数

yc.cc#o)ghii)-imxEy:lnle+i)+ax1.i7a=?y=ax4b 故 : a+ 3+a o

⼀定为 偶 ,

⼆

hleitDtlnei-lneneaxz.hu#)a-igfcnn)gcoswxMy=eX
+0 ˙

2.xxno.yieieionb.FM
F (b) + Ftb) =2a题型 DFnfna.la

, 0 ) 对称中⼼
{F (M) + F (N ) = 2a

奇 + 常 氯
2018国政数 fxnlnli.nl

fla ) = 4 , 则 fa ) = -2

③ 求作 析 式

③ 先判断奇偶 ,
再判断单调



周期 不同

对称轴 侧同 对称中⼼ 们都反

ftnfnT-af-xr-fn.la0 )

fn-fnEzafxr-fn.xo.fa-xkfn.mnfax ) - fax ) , 关于 la.co, fn-fx-al.ba

fa-xk-fbtxj.yl.io ,
⇒

fxtanfxjfnflbrn.nfxtak-fnk.T-zafa-xr-fbtxHC.IT
, i) ⇒

fxtaa-fn-ikfn-ktk-fxjfxtakf.FZafzakfxtatfnE6afx.nl
_

_
Hf,

不

2acanDgiaii.az:3⽔⼊到 ⼆010⼼ 有周期 gai Aan 也为周期数列
G-iG-y-G.hn?G=iaz=3 找到规律了

mcxtD-s.co , 有周期
G= 2 A x + 13

aipanq.cm q -_- 1

g. -_-3𠲵"⽐
,

《0 有 周期 给
G = 1

的 ⼆ 了

☆☆ 对称轴 , 对称中⼼ 周期 ,

唦 I 和 关于 x -a ,
对, 对称 , 和为 周期函数

,

正 21叫

• • , 我 和为 偶 函数
,

不 3对称轴 , 正 2×3=6
n_n 不-0对称轴

2
0

和 关于 la 。)
,
以 0)对称 , 和为周期 函数 ,

正 21叫

3
0

% ) 关于 ( a .
0 ) ,

加 5对称 , 和为周期 函数 ,

下 41b_d



学会翻译 "

f. , 为奇 ⇒ f灬 关于 100)对称 右移 '单位 , 和关于 (⼼ 对称

和州为偶 ⇒ f州 关于牰对称
右移 '单位 , 和 关于 不-1对称

和为奇且周斯 ⇒秈。 证 fi-fn-flik.fi
⇒f) ⼆ 0

图像 :

1 . 5-利 与 ⼴州 关于 x轴对称
。 问 i.灬怎么来 的 ?

gfx ) 与 gfx) 关于㜀对称 ggxtsl.gr, 右移2 个单位
,y_]

J 和 与 gfnb -

lgny-sinli-m-s.info) 往右平移 E

gfx, 与 yifx-2 )

2
. 简单函数 图像 : ⼀次

,

⼆次
, 反⽐例 , 指

, 对 幂 , 三⻆函数

jyan 刈

@ yax_ 铥 ⽂

ē+1gehggex-egeieige.nlētl
刈 刈

⼈

M-e-n-e-e-n-ee-e.ee
- |

_
_
_ _ _ _ _ __ _ __

g.is˙
z

> > 7
x

_ _ _
_ _ _ _ _ _
_

_ l
_ _ _

_ _
_ _ _

_ 1

④ ⼩乡 筋 ⽹< i) g-Y.in ) 奇 (⼀ ) ,

⼈

的 ,
0) f

i
^

i
,

极限法作图
,

1 1

1 1

1 1



M
M⑤y.gl -Ti iooin
- ·-

4半圆 j= 1 - x
2 - 1 1

'
"

出)
2

= 2x_x
2

⽅
刚

2

+ y-

⼼
模tnyii.yrng-xi.gg

x

✗ ⼆河
2

⽇

,
- ,fi-ijxEI-jiinx2.vn

可以问 ⼦" 与 jn 有 ⼏个 交点 ? 1个

6 相切 :

0 3 x - 1
030 狛点 ⼆ 1 sinx 与gx 相切

^

y-1 ny Mg, 只有 1 个 交 点

i 变型 : Ésěx
>
x i.ie?sfx2 放缩技巧 ,

lsinxk 叫 叫
x- 1 3 hx Èxslnx
刈 gx-1 刈 gěx

常⽤放缩
ghx glnx

Dè;-> x > x -1 3 hx , 1 - in,

sx@eiex.ixsm,

⑦ 6 个 超越 函数
y = 12x -1) . e

"

gxé gè, x 1䂰
,
g ,

M M
. ny

ny

È -T
- 1

, i i i

i x i n i , i i
i

o e x -> + ⼝
。 9时x -0时

, + o

o < → +0
09时ē " 时, ⼀⼼



glnxyx.mxix)
x

gx.mx
^ M

/y

i -T
i'

i i i
_

! 是 "'
e 了

, i

ㄨ

i

y
m i
i re

>

零点 i f ) = o ,

⇒ x_x 。 零点

零点存在 Th : f) 在 [a ,⻔ 上连续

fa.fm co ⇒ fx, 在 ( a b ) 内 ⾄少存在 1个零点

> +单调 ⇒ 有唯⼀ 1 个零点

考法 1 : 零点 所在区间 , fn.fi ,

考点 2 : 求零点个数 ,直接多 ⽅程
零点存在所

画图像 找 交点 ( ⼀个 函数变 2 个 函数 )



导数 :
1 . c

'

⼆ 0 (⼼ 常数 )

z.YY-a.MlaEQ.be#o)D切线 :

在 点

过 点 切线min 3.lsinxiasx4.ci-_- sinx
距离最 值 :

"
从

5.la
"

)
'

= ax.hu (a>0 , 且⽐ 1)|
公切线 : 作"和"fixmgix。 )

6.ie?j=exo'gy-y,=fxnlx-rn7.lgi=inalx>0 , a>0 , 且a#)
(荆⻔ ly-yi-gixn.tn 8.llnxijcx.co)

@ 三次函数 : gcnbitcxtd1.ifm-I-fix-ginyinzbx.ie2 [ 和我⻔
"

⼆

fixigm-fgix.to
3.笾⻔

'

= 抓和⼀ 和9的 lgy•

••gxpy.fi)

aco
三次 函数 的 ⻙达定现 复合函数 求导法则 :

州制 求导 :

⼊ ,
⼗ Xz +3 -_-#

• •
令

gfm.u-gxja.xztxx3tkxityigi.vn分层→ 层层求导⼊
,⻜了 ⼆⼀出 作崧

) 和与 f) 不等式 :

6
0

f) + n.fi > 0 ⇒enfnfix.fi, + f) > 0 ⇒ x.fm T
T f ix) + f) >< ⇒eilfn-zjfixfin-fn.no⇒ ffefin-ie.fm 720 ⇒ 谜吼,'。

3
0

xfin-n.fm > 0 ⇒ lxnfnj-nifnxn.fi
8 fosx-fninx.no ⇒fxosx-rn.lx.fi, +

n.fm/fix)sinx+fosx,o-sfsinx4xfixi-nfno⇒ 和
x
"

9
0

fhsxtfsinxn ⇒ f)
ax

5 f) + fx , ⇒ eifxjffixssinx-fxo.no ⇒ 和
f) - f) ⇒ f) sinx

ex



10
0 f) > 2 ⇒ fn-zxfgifn.xhx-ifnso.in > 0

fix) > x ⇒ fn-if-ynx-fn.io ⇒ Ifmn

110 fixnfntanxlxc.la到
背 ⼏个 常⻅值 :

@ ⼩下

,
极值 最值 h 2 = 06931 ii.414

恒成 ⽴ 求参
h 3 = 1 . 0 9 8 - 1 . 73 2

e = 2 . 7 1828 A = 2
.

2 3 60
零点 0 = 7. 3 890

50 对数单身狗 ,
指数 找基友

1
0

对数 : 若 泪 中 出现gn-fn.mx , 将 利与 lnx拆开
gi 求证 e-zxzi.mx

将对 hx 拆开 , .in/so,i.d2xxzshx 即 dzxxz-lnx.co
设 fn 塕"

⼀以 不 ⽐ x。
故 ikxcz.fi》 <o , 和 1

f) = 10- x) 、 ⼼ 冷 f的 = 0
, 有 得 x = 2

x 3
x > 2

, fino.fr
fnin =f) = 0- 4-4和 > 堓 7

。4

2
0

指数 若 泪 中 出现和 ⼆ 和⼼ ,
构造 ⼀个 想

g
: 0 - 2 X > Mnx

设 i f) = ⽔和 +2不⼀
,

Yxhxt 170
ihxtzx
exex-la.co

f) = 12) 。 (不和 + 1) f的 =0 , 本加 2
e

f 当 。
⽔ 2时 , fixno.fi

当 x > 2 时 , fixjco.fi 1 " fnif) = 4⼗

4h2-lci-i.coē

⑥ 函数 隐零点 处 五⾥技巧 : D 洛必达法则

满⾜ 告 /吕 型式 , 可 多 以 求导 ,直到 求 出为⽌虚设零点
,

整体 代换

limd-xx-xz-limE-lxvzxilimd.in
-

2



隐 零点 例题 设⽽不求

fe-ax.sn
111 求和 的单调区间

f) = e.la
若 a 0时 , f) > 0 慎成之

, f)在⼼ ,
0 ) f

若 a> 0 时 , fixno.xina.SN > lna.fi 。.fr/xcha,finco,fx, 1
1 2) 若 a= 1

、
k 为整数 ,

且 当 x > 0 时 , lx-H.fm, + 1 3 0 ,
救的最⼤ 值 ,

lx-kj.IE/)+x+ 130

当 0时 , 整王⾥⼀ 烈 ⽔

设 : 死 , = dxzlx。)
设 扣 = x + 烈 ( x > 0) F的⼼ -1 在 0时 , 下的 。

我) =
⼼̂ -1 下⼼ 在 1 0,⼀)上fld-y.tl⼆

èkixy
⼼ )

2

i " FIDCO.FM > 0 >

lcxczi.FM在 10-) 上有唯⼀零点

设 我。) = 0 > éex
。
- 2 = 0 虚设零点

io故 : {
a< x。 , gixo.gl

pxo.gixno.gs f %

故 iglx。 ) = % +
10 + 1

=

X。+1

ém x.tl
"⼼如"

2 < %+ 1 < 3

0-⼼。 > 迷。+2 整体代换6-ce_OT-zgxnazgxm.no
3

k 的max 为 2



⑧ 极值点 偏移 定义 及 判定不
1 若 函数和在 x_x。

处 取得极值
,

且 函数,和 与直线如 交 于针对 的单极值点 函数
^

A n
, b) ,

13122
, b) 两点 , 则 A 13中点 M (险 , b)

, ⽽往往 ⼊
。 中 如2

-2

i [极值点左移 了ii
, xz 了
极值点

题型 :

1
0

若 f) 存在 2个 零点 a. ,
⼊2

,
且不 ⽜⻜

,

求证 : "双⼼。 ( x。 为极值点 )

2
0

若 和 中 存在 不
,

⽔
,

且成
,
丰 ⻜

,
满⾜ f) ⼆ f) ,

求证 : ✗ +11272x

30 若 f) 中 存在 2 个 零点 a. , ⽔ ,
且 " , 半双

,
令 ⼀ 想 ,

求证 : fix.no

40 若和 中 存在 x.in , 且不 ⽜ ⼈
,
满⾜和" ⼆ 和 , 令 ⼀ 照

, 求证 : fix.jo

和思路 :

1
0

讨论和单调性 , 并求 出 和 的极值点 ⻜ 。

2
0

构造 FM-fn-fxo-MFlxnfx.tn - fx ,

可 求导 下的 , 讨论 剧 的单调性 , 判断 拟 在某区间 上的正负
, 并得出 和 ⻢和吵⼤⼩关系

400设 ⽔⽔⽔
,
通过和单调性 , fntn , 和与和⼀) ⼤⼩ 吴系 得 结论 ;

②若证 板啊 < o
, 还需 讨论 "如 与 ⼊。 ⼤ ⼩ , 得出

"

必 单调区间 , 从⽽ 得出该处函数导数值的正负
, 从⽽ 得证 ,

实操 : f) 在 1 % ,⼀) f.l-o.nl
。

a.
_ >

构造 : 死 , ⼆ fn-fzx.in
再求导 下的 , 可 得 下⼼ 在 (加 ,

⼀⼼上 1 , 那么 死 , > Fun-fxn-fzxo-x.ro
可得 : 当 加⼊。时 , f) >和吵 ,且 x.cxocxz.fx.fm
故怀) ⼆和 >fx。⼀)

,
不 ix.cn

, zx-xzcx.ci f)在⼼ , x.nl " 不 〈 北⽕

⼈ 加双 czx 。若 加⽔ 2%
,
故
"

必 < X
,
由 于利 在 1- ,吵上 1

,

故 fi_ co



例 : 已知 fnlnx-aitk.cn,
以 讨论和 的单调性
f) 的 定义域 x> o , f) ⼆izax-iz-a-kxtnxDaao.fi

, > 。 恒成⽴ , 和 1

@若 a >0 , fixr-o.xi.ixi.fi… , 和 f
x >i , fixjco.fi 1

1 2 ) 设 a > 0 , 证明 。公 时 , fix) > f)
设 Fmfàrxrfi

当 《⽔击 时 , 下的 >

o.FM/BfiFlx)=ln(1+ax)-hl1-ax)-2axFlo)=0,.:Flx)70Fix)=Hh+,h-za=29312
1 - a) 2

(3) 若 和 与 x轴 交于 A ,
13 两点

,
和的中点横坐标 上 , 证明 扣。 ) < o

a> 0
, fxmifā )

设 Atx ,
0 ) 13位

,
0 ) , ocx.az

, 则 : 0 <⽔⽔⻜

吣 得 finfi-x.is f) ⼆ 和2) = 0 䟌'

T ,
⼊ 2

>⼜ "和在 怯 ,
⼼ ) 上 1 ,

i-x.az
, i.tt >

a

'
故 ifnco

双变量 同⻔ 想办法化单 变量 .

1 9
" ⻙达 所 法 )

1 代 ⼊ 消⽆法 , 主要还是变单变量 、



⽐值 。咋差代换

极值点 偏移 问下 已 知利 的极值点m.fif) ,

让证明 atb.am
atb C 2 m

d> > m
2

⽐值消 元法 :
d>< m

2

L l l l l -

第 1步 根据和⼆ 和⼀建⽴等量关系

第 2步 等量 关系 中如果䤫 , 可考虑 消 参 ;

如果含指数式
, 可考虑 两边 取 对数 、

第 3步 令
_

㢦 " iii. 构造 关于 ⼠ 的函数来证明 ,

例 : fnx-a.ee
"

有 两个 不同的零点 不
,

⻜
,
求证 : x.tk > 2

f) = 1 - ae
"

有 2 个 零点Smadlxziaeiatialei.es
即 a :

不加

eiě ,
要证 x.tn > z

只需证alelm.int>⽔
, ⼗ ⼆ ⼊

,⼀双
,
t > 0

,
ē > 1

即证 ilx-xy.ee?-exz ><
只 证 : t.GG > 2

即 ltyētt +2>0

记 :

hltklt-yehttzltsojhltklt.net+1

⼜记 : 䖌 = (t - 1)d

y = tet
⇒

当 "缈 泊 >

0.FM/xy-yFlt)7Fio)=-l
_,

⼈,

故 t > 0时 ,ltthti.hn
> 0 在⽐ 时 ,

即 : lt-y.hn 。 成⽴
故 hlt) 在t> 0时 9 所以 : 加加2

11⽐) > h (0) = 0



同构 :

1
0 fn.fm
n_n

> klx.cn ⇒ fxn-fxnckx.kz ⇒ fn-kxicf.kz
⇒

fn-kxifxi-fna.az' 磊 (不则 ⇒ fn-fx.pk的⼼ ⼆点步⼊
,加

⇒ 和𡏆 > 和⼗点 ⇒ fni
3
0

指 对互化 :

> fxr-x.mx
(1) aetbmbfdheaebhbla.ee(幼)炒 > fnxex

ahaslnb + h (幼) > f) =

x-ilnxi.hn> f) = f" 出品 :

1 ea
能
" 品 , 和话

a-lnaclnb-lnllnsfxix-lnxDeasbt.hbifta.MEhb > fxr.ee

ěthě > btnb >

fn-xtlnxnadzhxlxza.x.dz
x.mx

⼩ d > gax ⇒ xà > x.ge ⇒ xaxslgn.cn
(6) zilnxsme-x2.li ,哭这 ⇒ lhněnti

常⻅的基础 互化 :

xinx.x-hexox.ee"的"

, 共 ⼆ étnx
,dtn-x@x.lnx-_lnx.e

, xtlnxelnxd.tnxhf



四 常 ⽤ 放 缩

Dè;-> x >

xt3hx31-i@eiex.ixsm
,

指 对 变形 放 缩

Désxy ⇒ 0.x ⇒ é, ex ⇒eifi.es/+x+E@lnxEx-1=)lnexax
⇒ hxt

hxsxt ⇒hxsex-z.mx
3 1- ⇒ x.mx 3 X - 1

常⻅指 对互化放 缩

Dxé = e
"以

, xtlnx +1
,

⽐

x-eisx-lnxxe.in"
, hx_x +1

②

x2.d-einxyxtzhxtl.ie?=Tnx,e.(xtzhxjD恒成⽴问题
若f a) = 0 ,

且 和 恒⼤ 于新 。 在 Ia.to ) 上 恒成⽴ , 121 杣 = 0 的导数值 3 0

1
0

% , 加 在 la.bg 上 恒成⽴ ,
若 和 ⼆ 0 , 则 fia) 3 0
若 fm-o.by fib) 。 结论只是 必要性, 不⼀定是 充分条件 ,

2
0 % ) 。 在 Ia , b) 上 恒成⽴ ,

若 fn = 0 , 则 fnso
若 fb) = 0 , 则 fib) 3 0

可以等于 0



恒成⽴例题 :

fnlnlirn.gs⼆时的 , ⼊ 30
,
若 fna.gs 恒成⽴ ,

求 a 范围
,

zrrnnvnrnfixnix.gl⼆时的 ⼆

nx

✗
" 纵⼗》 , 毖 恒成⽴

讨论必要性 ;

设 死 ,
⼆ lnurn-glx.no ) 即 让 灰) 在 10 ,

⼀) 上 下, 30 即可 ,

由于 : T = 0
, 那么 让 死 , 在 [ 0 , ⼀) 恒 ! 即可 ,

F们 =
1切 -a

-
2 F6) = 1 - a 3 0 即 ǎy

讨论充分性 :

当 以 1 时 , F'的 ⼆
""

(np
> 0

,1 1+)
2 3

"

故 剧 在 [0 , ⼀) T.FM?flo)=o GE 的 , ⻔
故 当 以 1 时 , 下, 3 0 在 [ o ,⼼ 恒成⽴ , 即 原命题 成⽴

.mx/miniT:DV-xEI.fx)3a) 则 利 的 min ⼀定要

3a@UxEI.fxngM => 构造 版和⼀ )
,
让 利 的 min 3 0 即可

UEIi.ltxzEIz.fm?gxy--sfx) 的 min 3 秒 的

max@IxEI.fna⇒ 则 和 的 maxn 即可

) =7XEI.fig) 7 构造 和 ⼆ 和⼀ )
,
让 Fm 的 max 3 0 即可 。

⑥ UE I.
,
珈 EIz.fi ) 》和2 1 ) 让 f) 的min 391⼼ 的

min@iEIi.IxzEIz
, 和=_=> fx , 值域 ⼩

,
包含 中 和 值域 中

⑧ ⺕ x ,⼼ ,
珈EIz.fi ) ⼆扣) > f ) 与和 值域 有 交集

,

⑨ xiEIi.ltxzEIz.lfxi.fm/Elgxn-l--)Sl0fn , 和都单调 :

xixz.fm fngynn > 和我⼼似拟

考得 多 ck 已知扣 的单调性 ,

不知和单调性 。

同 上构造 : gn-gyefxn-fnc.grg)



拉格朗⽇ 中 值定现
若 f) 在 这间 [a .

b] 上连续
,
且 和 在 区间 ( a , b) 内 可导 ,

⻔川⾄少存在 9 b) , 使得 f) ⼆ 和灿b_d
• 1311,㤡 fg_fm-fyb.cn ⼆ 倒线船 ( 割线斜率 ⼆ 切线 斜率)· 'f)A"以

⼤ 个 过程 : 构造函数 + 判断单调性 ⼀

题⼲型式 : fxn-fxnfm.MS ) 们

x_x
=

< m f ) t m

9
: 若 对于 任意 ocx.cx.ca

, 都有 hn.hn
x_x

> 1 , 则 a的max ?

法 - ixz.hn/,-xilnxzcx,-xz 令fngl.fxncfnxlhnkxilmx.tl)
故 004

, fo.fr
⼀似 fixr.no , 中 加 1ihilhx.tlxchxa.tlXz

法⼆ : 拉格朗⽇ 中 值7⼈

为了 和"和 这个型式 ,

分⼦ ,
分⺟ 同 除 不加b - a 令 it.lt > i)

hxi_hxzx.az hiz.hn有 不

求 - i
"

⼼ i
= tihtz-tiht.ci
t.at ,

令和 ⼆

t.lnt.fitklnttlfi-fn-fn3ltz-tiht.tl?llnt,ohi30,i,laEl



泰勒展开式 的应⽤ :

可 ⽤于 求极限 , 根的 存在唯⼀性的证明 , 不等式 的证明 ,判断函数的极值
,
函数凹凸性

及 拐点 判断等⽅⾯ ,

定义 1 : 对于 ⼀般函数和 ,
设它在点 ⼊。存在吤导数 , 则 n 次多项式 :

⽯化 ) = f) + 桦! ( x_x。 ) + 想?" ( x_x。)2+ … +
和侧
n ! 你们

"

, 这个 即 为 函数和在⼀点处 的泰勒展开式
, 其中 Rri 和

"
191

(n_n) !
"们

"'

( 其中 ,介于对⻛ 间 ) 叫作 拉格朗⽇余项 ,

定义2 : 若 函数和 在点⼊。 存在 州 阶导数 , 则有𣏴 不以 Rnn
, 即

fxr-fnfylx-x.lt !!" ( x_x。)2 + … +1等?" (x_x。)
"
+ Rn ,

这个 即 为 函数和在⼀点处 的泰勒展开式
,
其中 Rni 和

"
例

(n_n) !
"们

"'

( 其中 9个千的⻛ 间 ) 叫作拉格朗⽇余项
,

定义 了 : 若 函数和在不存在吤导数 ,则有

fxr-fnf.tn 悊,

" ( x_x。)
2

+ … + ⽚"?" (x_x。)
"
⼗ 011x_x。川

这个 即 为 函数和在⼀点处 的泰勒展开式
,
这⾥ 。 《x_x。川 称为⽪亚诺型余项

,

以下 是 含有 ⽪亚诺型余项 的 6 个 常⽤函数的泰勒展开式 :

D e
"
= 1 + x + 㶨 + … +

n !
+0侧

书 h緲 = x - 乻 + Y + … + 1-1 )
"

出 +0侧

了 sinx-x.it 䇙 + … + 灬
灬 x

""

krnyT0ty@asx--l-jttn.tynx"

nit0cny@lHxY-ltx.x
+ 令今 ⽔ + … +

X (⼩⻔ …从㖄

xn.io/xnjn!6Di-x=1tx+x4
… + +0 (划 若 将 x ⽤ - x 代替 : h = 1 - x +⽔ … + (州 +0(划

两边积分 lnlrix) =f [ 1 - x+⽔ … +1啊"

+0咧 dx

⼆ X - j + … + gn 加
1 1

n+ 1
4 0 (加 1

1



结合上⾯ 6 个泰勒 展开式 , 可得如下 常 ⽤ 不等式 :

① è ≥ 1 + ✗ + Ì 对 x ≥ 0恒成⽴
③ 不式 ≤ huxkx 对 x ≥ 0 恒成⽴

③ x-6 ≤ sinx ≤ x 对 x ≥ 。 恒成⽴

④ 1-5 ≤ ax ≤ 1 - 5 + 或 对 x≥0恒成兰

⑤ 1 1+ x)
"
≤ ltxxlocxc.tl 对 x ≥0恒成⽴

⑥ Hxtn … +⽔ ⼭ 对oal 恒成⽴

例 ⼼的泰勒展开式 可得当
。 <⽔ 1时 , Hx⼼ =㦼 = 成 , 所以 hlHDCXc.hn ⼭

在不等式 x < m ⼭ 中 , ⽤品 替代 ⼊ 可 得 i.cm 𤗈 = h…) 可得 品 chuncxloa.ci)
也可 强化

,不, Eln (n_n) ≤ x ( x > - 1)

01 4 国 ⼯
,21T i 已知 fxke.in 𤦈 ,

证

fnle.int珱 > 1 等价 于 èllnx⼗点 ) > 1 1 0)

⽤ x - 1 去换 ≥州 中 的x , 得èsex ( 当且仅 当 ⽔ 1时等号成⽴)
⽤ - hx 去换 è≥ ex 中 的 ⼈

, 得 hx ≥杰 (当 且反 当 ⼀时等号成⽴)

故 : èllnxt i) ≥ èlex ) > 1



三⻆函数 公式 + 图像性质

⻬溅
⻬次式 :

"以 ⼗ 2做 lnx.tn >
2不加

D S问⽂ + aix = 1 sina.gx-l.hn? n_n

⇒ flit.mx-_-以
gsr ? 若 -1

做 s.im?对偶式 ia.sinxtb做 ⼆ 常数
,.tn?

业
hx >

2✗ +1

x - 1
已知 : sinmax -

1 平⽅ 相加 -

10弧⻓公式 : t-H.ir 设 : 做 -2Sìnx ⼆七 从⽽求为 sina.cosx.tn …

扇形⾯积 公式 : siix +4做 +4的⼈做 ⽃ | 相加 1 -1 4 =it2S-zlr-z.la/.r2的⼈ + 4-x-gsinx.am ⻓
可求 t

, 之后有了 sina.com
- 元 ⼀次 ⽅程求 作 即可 ,

诱导公式 : 1 1 .直接考
,

们统⼀ a) -_-做
,
sinlx-n-s.in

正弦 余弦
1 2

. 间接考 , 何 何x-iknsinxasx-inx-s.in
✗ tsx

f
1

、 奇变 偶不变
, 符号 看 象限 ,

✓ -kn _ sinx 做
2. 隐蔽的诱导公式

igs.in/x+E)+zas(x-=sinlx+E)t2hx--n-xsinxtsx=sin(x+
E)

tzsinlx-ij3.gs/nlwx+y)S-y=k7v,kEZz+xasx-sinx1 偶 : 4冶忨
, KEZE-xasxs.ina| 4 . 平移

igsinzxsinkxi-sy-asczximx-asxsinxzn-x-asx-s.in
和 差公式 :

sinlx-i_p-sinxasp-taax.sinpasutp-aospisinx.jp 91直接考 :

s.in/5=f,aosi5=0+E4tanl5=z-r3tarnp=tanx+-tanplFtanxtaP1 2
、 凑 ⻆ :

tanx-j.tanlx-p-i-tanlza-pt.my
"?)]@ ⼀ 信 ⻆ 公式 :

sinzx-zsinx.asxasza-aix-sirix-zaix-l-l-zsiixtanzx-2t.mx
l-taixsinx_zsinia-n.fm y = 1-㪆

Hasx 1 +2雌 -1 sìnx



@ 万能 公式 : sina.2ig_zsini.ae
㧍效g

=
2

t.ae/+tag=2tltt2asx=ai-j=ai-siniai+siny=/-taii
Htag

=
1- t

2

1 + t
2

2018 国亚 和⼆
tnx
ztanxl-itaixT.hn ⼆ 剑叹

, 下巺 = 元

@ 辅助 ⻆公式 : fn-asinwxtbaswx-fi.sn lwxy tny 会

训 国 1 67 : 在 △ABC中 , 13 = t.AE冷
,
求 和 +2乩 的 max ?

A

C b- 㮺 =落 =花
"么 ? Gza 的

maxjzg-zsinct4.in/tiBaC
C= 品 , sincisinc ⼆

4.sn/t+z.sinIn-(A-ja=zsinA⼆

5sinA-asAtany-zf.in( A -1 4 )
ˋ : 0 < A < T

求 值域 ? (河 ,们
估⻆ : 4 < 30

0

⼈

yc.MY cī +4 "
wr

v7 2不叫 ⼆ 吓昂 诃摩 G i

i 6年 , 541
后 ⻆ :

若 ✗ :P均锐⻆ , sinx-isinnp-j.by ap ?

xygsimxaposlnp-xJ-asnp.asx-isinlap.snx {
的" ⾮

中⼼" ⾮ ⾮聋 着 ,
好

了

,sirnaix = 1 ✗ mp x
=
28

zg fsinnpi 1
问 做, 是正顺 ? 可 推得 在第 ⼆ 象限 ,

sing-iaip-lasnp-fDI.tn
恒等式 : A + 13 + C ⼆ 亿

,KEZ.tn/t+tanB+tanc=tanA.tanBtanc
8 半⻆公式

sinxsini-i-aenz.at- 上
,l-ax.z.tn廷 ⼠

⼈做

个ay
=

SMX

⼈做
⼆

⼈做



三⻆函数 图像 gA.sincuny.it ,ffs.im/:
,以 对称轴 : x =㤈 ǏIKEZ )

对称 中⼼ (𢖯
,
0 ) , (从2 )

3 0 [ #+ 2亿 , jzkn.lka)

1 : [# + 2亿 , 氹规) ( KEZ )

的⽔ 刈
对称轴 : x =𢖯 ( KEZ )

对称 中⼼, 他哈 。 ) , (KEZ )

3 0 [-2亿 ,
2亿了

,
( KEZ )

1 : [2亿 , ⼼⽹
,

lk.EE )

/y
t.mx :

1
1 1 对称 中⼼ 俓

,
o )

! ! ! yA.tn/wx+y).E '̌
i

·

i
·

1 成 10 1
1 1

1

1 1 1
1 1

. i
^ (怀丰

,

knjgs.ru
到

D平移伸缩 ysinzx
右移 杂单位

, gsinkxw.li 横坐标 缩短
,

在⼊ 上移动 前要 ocwc.li 横坐标 伸⻓ ,

先把偷系数提出来
,

扣叫"啊 伸⻓ 2 倍
,

y-sintnys.in(ix) 左移 起

igaskxtj-siny-zj-sinkx-lys.im,
在 移 Ě >ytskx-iiksiny.ir到



iy
画图 像 igsinm.is

㿫 㓄 了

》 。 15国⼯ 已知 图像求 年 析 式 :

^

- g-A.am +4 ) A > 0
,
w>0

,
1 4 1-

A= 1

o

t
年 ,

故 yoskx +䄦
㐏 = 1 ⇒ 7=2 ⇒ W⼆⼈

将 知 ) 代 ⼊ 得 asgpo.it 4- +2亿
带点 求 4时要 4-
分 增 0 和减 0 ! ! !

@考性质 : gsinlunys 单调性 ,

对称性 16国 ⼯
, 吓

极值零点 惘亚 哪懶
周期

零点与对称轴不⼀定相 临
⾄ 1 6国 , 127 ifxr-sinlwxtylw.no , 141的

Wma, = 9 x- 本 为 和零点
,

"华为 和 对称轴 ,

且和 在 他 ,别单调 ,

求 v0 的 max ?
xi 零点 不⼀ , 与 对称轴体之间 差 ⼆ 个单位 , 讨论 : 当 1⇐5时 ,

⼼ 1 1 . 4- 本
同时也 差 奇数个 年• .

不 fnsinlnx-xc.li , i)
本

故 : 12 14 1)平 ⼀ 年 正 𣁾 㻎 < 1 1不平
" 是

不 和 在 (ii) 上单调 ,

不单调 ,
⾦

⼈ -_- 当⼼ 4时 ,
⼼ 9,4_

为 : T 3 Ǐ
,
代 ⼊球体 k# = 5.5 fxnsinlextil.DE (ii)

秔⾮秋坑
" 正 恐 故 ⼼ 2kt 1

符合题意 , Wmiq



诱导公式解析：奇变偶不变，符号看象限。

⼋
sinxts.int 永远将 ✗ 当成 ⼀个锐⻆
做 ⼀ 做 ⼗

tanx - tanx +

> s.in (n_n) -0 在第四 象限 ,

加达 在第⼀象限
sinx - sinx -

,以 看 第⼀ 象限的 们 值是 ⼗ 的 ,

做 ⼀ 做 +

那么 sin.ae 后 ,
⼼ 值为 ⼗、

tanxt tanx - x_x ⼈,

似✗ + 㐇 ) tan (n_n)
^ ⼈⽣ 在第⼆ 象限 ,

⼈
不 ✗在第 ⼆ 象限 ,

⼼ 在第⼆ 象限为 负 , _ ,
圸 的 值为 负

了⼩
> 故 as > sin 后 ,

sin 的 值为 负

s.in (ix) 奇 , 做

MKǏ
,
k为奇数 fsinx-asxasx-s.in (ii) 奇 > -x

k 为 偶数
,

不变化
⼩→ 的✗ sina.in 偶 > - sina

做 ⼀做 G (x_x) 偶 , ⼀ 做

常⻅的 ⼀定要背 : ⽆论怎么变
sinm-sinxs.in (ix)osxsinlmi-sinxastmasxaskm-sinxaslmm.cax 变 后 ⻆ 只有 X ,

tantxktnsinlt-xkasxsinln-xksinxai-xisinxan-xj.tn 没有 - ✗

例 : y-13x啊 怎么 平移 得到 gsintm ? 考试 时 ⼀定要注意 ! ! !

:-x 与 x- 不⼀样
以 3" 和 ⼆

SinliyiwnnnnsinE-n-asxsinlx-j-tsxs.in
(⼀有

左移 ⼀个单位
, g.sin_n 例igsinlx-tzaslx-7.sn[- 3 1✗+4) ⼗年 了 >

gsinl-3xj-sinmjtz.GG__
-3x - 34 ⼗本 ⼆ Sinlxt E) +2sinlxi )
- 34啦。

有 4-



⽉三⻆形 : 会必然 笓
三⻆形 外接圆半径 ,

⼋

海伦公式 :

1 . 正弦 Th :

a b
=

C
=atbtcs.in/t=sinBsinc=2R=abpycs.in/t+sinBsinA+sinBtsincS=pip-a)lp-叫")① 已知 a

.
A

.
B

,

求 b ?

② A = 213 , s.in/t=sin2B=zsinBcosB=7a=zb.asB

边⻆ 混⽤ : 射影

7hifabasc-c.cnsinA.ca/3+sinBasAb=casA+a.ascSin (A+ 13 )

c-a.ca/3+bcosA ⼆ Sin (不- c )
=

sincs.in/t+sinB=x.sinC-sa+b=xcmanA@A=J,a=i
,

求 S范围 ? 考⼤下 余 了纵 ⼗ 均值不等式 (⼀定要写 当且仅 当

⺠ 仁 。 固定值
求 周 ⻓范围 ? 考⼩下 ⽤ 圆 ab 时取等 )

业
13 C 点 A在圆 上 动

,
B

,俩点不动
,
故 : S E ( o , j

考⼤ T i D 5-凯 :-x ② ⼩⼼於焦作 (吣
2

cg =

5+ E 3 1 7

2亿
⼆

⼆

本 ( b+4
2

E 3
两边之和 ⼤于 第三边 ,

bc-itii-3-zbc-3~cbtcaziocbca3oa-DA-j.cn
,
011劜为锐⻆三⻆形 , 周⻓范围 ,

maxAE.lt min 考⼤下 ⽤正弦功

巧
=abcism.isinpisinc = 2

B
「
C

"

A-btc-zsinB-izsincitB-zs.in
Btzsin ( 13+的

⼩技巧 :

= 3 SMB ⼗ 河 的3
sinA = S们 (13+ c)

1 1 ˋ ˋ ˋ ˋ

= 12 Sìn (B-)



2
.

余弦

7hiaosA-btEE_lbuci-zbc.ci/d=Bic2-zbccosA北

2bcbtii-zae.aeB Hnàib ,

z.ae

iiatb-zabh.aeàtbc i
Zab

D 已知 ⼆边 ,
求任意 0 个 ⻆ 已知 ⼆边 ⼀ ⻆ ,

求第 三边 。

b-ic.be 考 余弦所

边⻆混⽤ , ⻆ 较少且是余弦 ( ⽤ 余强所 化成边)

3
.
考 中 线 :

法 1 : 向量 : 脉 之娹的 平⽅ ,

D A

· ⽐ 的
"

⼆ 本 (我
2
+ ⻰

2

+ 酒来 )
2家。 1

𣲚 : 作 中点下 , 中位线 作辅助线
B

"

D
"
c 在 △和⼆中 , ⼀步余弦所 就可 求 ,

A
- G

2
,

法 1 : 有 ⼆号 两 ⼗ ⼨⻰ (三点共线 , ⼊江 1)
E.。 法 2 : 作 三等分点

,

在△和正中 ,
也都可 求

与 0

Bxb 此 c 法 3 : 设BD-x.DEZx

三等分 点 在 △ABD 中 , a n- 0) =
⽔的

2
-4

2不 AD

相加等4 0
在△彻 中 ,

a o =
A1"我2

- 1

2AD , zx

公共边的 1点 1)位置任意 )
A

sina.l-s.incz
在 △ABD 中 ,sirnAD.sincz.ec/=-cosczAB

… …

都 可 求 了 ,2
1

13 D C



③等信 法 : (注意 17点 位置 )
A
、 G 作 BE 111北 , 延⻓ AD

,
交 13玗点E

, 可 得 %ADc.ES。1315上

已知 : AD = 1
,
A =G

,
17点 为 13C 中点 ,

求 省化
的 max ?1

pǒ %ABc-SOABE-IAB.BE sin-j.AB.BE
B. _

D C
" 在 △ABE中 ,

Glzǒ = A13
2

+ 13起-4

*

˙

2AB.BE
⼆ ⼠

e.la
· AB.BE ≥ ZAB.BE
_

AB.BE ⼆ tlnee
≤ 4-ZAB.BE

_

E 3AB.BE ≤ 4

4
. ⻆平分线 :

A AB
=

AC

BD
0 0

9 52
5 1

=IABAD.sinoDCSIAD.Ac.sn。

=

13D

B D C

⽐ 18江苏 1 3 7 : LABC-lzi.CA叱平分线 交化 4点 D
,
且 131) = 1

, 则 4 a + C 的 min ?
B

c 寙
a

s, Sz %ABc.IS +52 (ii). (4Gt c)

ADCiaeii.cn#+iani=4+t+t+i=5+tt34+5=gae=C+adni--
1

5
.
求 作 有 ⼏个 三⻆形 : 已知 两边 ⼀对⻆ ,

B

B ① 知⼩求⼤ C- 6 a : 4

c

① 知⼤ 求⼩ 1 个

a
a < C

, ⾮ 450 A C

③ 和 ⼩ 求 ⼤
5叱 》 ,

⽆作 ⼀ 求 sinc
A Cb Sinc = 1

, 1 个
③ 知⼤ 求⼩ B

sina.cl ,
2 个

c-5 a = 6a >C
,
A=45

0

就只有 1 个⽜ A 1 45
0

c



6
. 阿 波 罗 尼斯 圆 :

在平⾯ 上 给 定 两点 A ,
13

,
设 13点在同⼀平⾯ 上

,
且满⾜ 第 ⼆ ⼊

当 ⼊ 。 ,且 ⼊ ⼗ 1时 , P点 的轨迹 是个 圆 , p
u⼊ = 1 时 , P点 轨迹是线段 船 的 中垂线 ,

A
'

jō
-

1
0

当⼼ 时 ,

点 13在 圆 0内 , 点 A在圆 0外
当 0⼩ 1时 ,

点 A 在 圆 0 内 ,

点 13在圆 0 外

之 阿波罗尼斯 圆的 直径 ⽐ 产前 ,
S = 不 1点

2 殹为 1张为 9

个列 "

AB-4.AE 2 13C ,
求 △ABC⾯积的 max ?

C

%ABc-I.AB.hu 毙 = 2 = ⼊
圈
着 求 h 的max 即可 ! !

A 13 0 当 仁 r 时
,那么 h 什么 时候 max 呢 ?

故 : h = r = 圦 = 4 × 2

1⼊训 上 ,

⼆

3
8

%和c 的max ⼆ Íx 和李 华

例 : Bc-4.sinc-z.snB
,
当 S.me max 时 ,

⽐边上 的 ⾼ ?

A
E动 告 ⼆ 浆 = 2 = ⼊

h = 1= a , ⼊

侧
⼆ 熊 :

3
8

13 4
c
·

0

7 . 张 ⻆ 定现
在△ABC 中 ,

D是⽐ 上 ⼀点 ,连结 AD.bg sincBAD.is/nccADsincBAcAcAB
⼆

和

A

C b
M 的 推论 :

在Th 的条件下
, LBAD ⼆ LCAD

B D C

即 和平分 431北 , 则 有z.GL/3AD1a和 ⼆

AB
+ ⻰



数列 : 得差 特殊值法 : 当 数到 选 填 只有 1 个条件时 , 2021 以上不
等⽐
求 an

可以 ⽤ 。 同时 注意 㘩 / 941 不 可以 ⽤ ,

求Sn gqtn +6 , 求所 ?|
致缩

,
数学归纳法 ,

将 的 当成 常数列 , x_x+6 ) = 1 1 × 12 = 132

X = 12

等差 :

a = dmtd ) f d >o.to/G=G+ln-Dd⇒ aipmq 1次函数 ) 阰 , 常数列
G = G+ (n_n)ddco.lv
mm p = r + s# t => a + G+ a

p
= G G + G

等差 中 项

iamtannzam@ffoLnatznn.dSzm
⼆
k""逆"" = kn-nafn.cn f-isi-13n.hn?Sn-Sn-i=an=zn+z(n3z)

ㄡ ' i G = 4 ,G-zntz.fi鄋 + (a- n 此时为⽆ 常数项的 2 次 函数
,

| 考分段 函数 :

Sn-rinl.tn?GfS1,n=lS=a=5, 故 : ay5.nl
Sn-Sny.tl 3 2 S = 1 1 - a-1 9

,

⼭+4 ,nsz.az= 6

40 cnn.hn都等差数列 , 前 n项和分别 为 Sn.in
,

故 : a

m
=
S- 1

Tm-1

50 {⾏为公差 出的 等差数列 ,
看到 题个 有 很多 Sn 时 ,

往构造 制 上靠
2013国⼯

,
77 : 等差数列 1.Smi-z.sn:0 , Smī 3 ,

求 m ? 若已知Sm-i.sn
,
Smz

,
求 m 7

构造 ism.im
-1 , 算 ,

和+1 故 : 2架 = 然
,
+
和+1 Sm

m-1 1 m-1 1
m

,

Sm Sm+2
m

'

m-1 2

t t 可体 m = 5
t d

215国⼆
,
1 67 : a-l.am ⼆ Sn Smi

,
求 Sn ? Smz_Smmtzm-zxf.Sm-i.nl

Sn.snFai Sn-,,- Sn 故 {引等差数列 ,
d - 1

1故 : 1 = j-sn-yj-n.g.sn -_- i

即 的 - i - 1



@ sn.Szn-Sn.sn - Sm … … 成等差
,

公差为 吡

^

i iD S = Sm ⇒ Smn ⼆ 0
o i i · >

>
Smn ⼆ 0

-
Sn 的maxmin ? ^

•

0

1
0

an等差
,
a > 0 ,

dco.cn是 t.bg Sn 存在 max i

'

^

2
0

an等差
,
aao.cl >0

,
a是 1 , 则 Sn 存在mini

。 >

•

Sn >0 ,
求 n 的 值 ? Snco ,

杣 的 值 ?
注意 ,

n是整数 ! !
^

ㄨ

o 曐 > o
·赞 >

等 ⽐ :

oaia.qmanam.qn-mfhn-U-q.io
a = a . 9
"
-_-> a-A.gl 佖须为 ⼀次 函数)

qpi | a = 2
⼈"
→ q = 2

-2

单调性 : S a > 。
1 9 " ,

fkqcl.lk
0

, 摆动

t-t-tfqsl.ltnnq.co
,

⼀ ⼗⼀ ⼗⼀ ⼗

@ m + n + p = r + s + t ⇒ cnn.aap-aa.at , 等⽐中项ln.am/=aiaiqnjDSn=,.q=G-Gql-q不知道 有多少 项 时 ⽤ ,

D Sn = 2
" '
- 2 = 2 2- 2

=
a - aqn G= 22

" '
= 2

1 - q
⼆ qq.fi > {a }等地qztl.si/tqn-AfDSn=ziLiO6Sn,Szn-Sn,Sn-Sm

,

… 成导⽐ ,
公⽐ 9

"

a= 9
3

,
" 1

42
"

,
n 3 2



求通项
93 - hz = f)

Dan-,,- aifn 累加法 化
"和

累加 后 aia ⼆点和
i.

G-n-an.fm

anfn , 累乘 : |
岳和

an
累 乘 :

Gn
㼭和

a ⼆时""

k-lig.tn
G-1 1 + G = - 次 函数 (隔相等差 , gian-ntan-zn-13.tl , 求么 ?

a-1 2 + ay
= 2n-15G- 1

ˋ G = (古州 ( 隔相等。 ) G , as.GG …

相减 : a+2 -G = 2 d= 2

S Dn为奇 : a = a + i
' d = n

@ 2016 ⼭东 bntbmi-6n-15.tn得差
,

求 的 ⼆ ? | @ n为偶 : a = 2n + 3 - a-1 1
= n + 2

都 已知 等差 ,
代数即可 ,

b
,
+ 172 = 1 1 <

加 名 = 17
减 以 6

,
以 3 名 = 3 n + 1

b. = 4

@ a与 Sn 的关系式 :

a = {
"

'

""

前 顺积不
,
a = { I ' " ⼆ 1

sn-Sny.in 32 Tn

的 ,

132

SSizantl.anl.fm/- 定等⽐
1 Sn -_- +2cm

, 倒等差

⼏个 常⻅的 : 1
0

已知 Smria-iaz-as-i.in = n 2
,
直接 ⽤ a {

"
'
" "

Sn.sn ,
n 3 2

2
0

G + 兵 + f + … +9in 2 ,
先 构造 gbn.nl 的 前 n 项和 为 Sn

,
故 Sn = n

2

3
0

àtàtǎi + … + ain
, 同 上 构造 的 ⼆

bn@GtZGzt3a3tn.tnan-2
"

G + 29 +3Gt … + (n_n)g =y ,
减 ⇒ n.biz?-zM=zn-1Gn=Y(n32)

验证 : 当加 1 时 ,

a = 2

当以 1 时 ,
a ※ ,

故 G = 1
2 ,

从 1

点 ,
ㄇ 3 2



D 照 着 题 ⼲ 所 给 凑 出 想要 的 式⼦ [给⼀个 新数列让证明是等差 的 等到

丝, =_= ,
证 { a - n - 1 1 为等⽐ ? a-1 1

= 2-1
,
证 : 仙川为等⽐

凑这个型式

.hn#l=2an+l+l=2la+1)Gn-y-ln+1)-l=zan-n-n-2=zlan-n-i)an+z=3
的+1 -2cm ,

证 仙州
- a }等⽐ ?

答案hmz - Gy ⼆ 2Gy -2hm

⑧ 构造 数列 :

1
0

aipanq (其中 不 9为 常数 , 刚 ⇒ ant-pla.it) , t.pl ,
XG-y-C.hn/tan+B , 取 倒数

3
0

aipanq
"

, 两侧 同除 他 , 想,
⼆ 是 针 式 , 之后 构造 1

0

函数
、

4 G+2 =

pan-ytqan-anz-S.am/=t.(an-y-say,fS+t=Pst=-q5a-y=Aan+Bntc ⇒ anpanq-Alan-pn.iq ,

6
0

g = p.aicpo.io ) 取对 ⇒ aipanq 之后构造 1
0

函数

canDFGtl-A.am ,
rkcx-DSD.co , 周期
和场

1
20 0 0

, 㑎落 得⽐
… lai。 得 差

-

8 antaifn ) = An + 13 => a= {
G + A ( 图 - 1 ) ,

n 为奇 ,

a A 4 - 1 ) ,
n为偶 ,

9
0

Ghifnq "

⇒ afn.li
"

,
n为奇 ,

aT" , 吶偶



求和 ; 5 10分组求和 得差 ⼗等⽐)

③ 错位相减 ( ⼤ 招 )

③ 裂 项 相 消 ☆ ☆ 142434 n_n (n_n)1 ④ 讨论奇 偶 ,

⑤ 绝对值求和 '

⑥ 倒序 相加

① 错位相减 ⼤ 招 等差得⽐

G = (

kntmj.qi.sn:1/tn+B)q-BfA=qk,,B=ii=j,-cqYan=kn+m).qn
, 别想 唱 ⼀ iii. [ǎiiilq

② 裂 项 相 消 : a-nin.in ⼀ 叫
'

aninrntn.in临⻔G = 2
"

以 1 ) , (2𠵯
= 2
"! (d - 2㕬 )

G =
⼭+1

m (n_n)
2

⼆

ri-jyrninin.in
3⽉放缩 : 为了 ⽅便 求和 ,

将不可 裂 项 > 可 裂 项 即可 ,

① 本

g1+i+j+n-c://iii-iin.it#4ii'T=kn-yczn+y=2'lzi-mh)
② i ⼆点 ⼆ in ㄑ

ni = 2 (T_T)

③ ic 3

糖⽔不等式 2 2

3
n

⼆ zi ④ nlǜ ) = m (m +1)
<

(n_n)(⼀)



向量 : 三⻆形 法则 , 平四边形 法则 , 基底 三⻆形法则 中的减法
A

成⼆ 脑有

1 、 平⾯ 向量 共 线 定哩 :

B
.
@ 潍求成找箭头 和成两头对着的是⻰

故成⼀
已知琼 ⼊有 +µ⼼ ,

若 ⼊㘩 1
, 则 A.B.cn三点共线 ,

" 反之亦然

已知 A.B.cn 三点共线 , 则 有 ⼆ ⼊咏沱 中的⼊㘩 1

2
. 等和 线 :

平⾯ 内 ⼀ 组基底 有
,
问及 任⼀ 向量 中 , iminn.in

,

若郎 在直线 AB上 以 在平⾏
于 A 13的直线 上

, 12mm k绽值 ) , 反之也成⽴ .

k: 1
-
制 =_=豳
线 1 1 0有 1 1制

" 当等和 线恰为直线船时 , 12= 1 1 2) 当等和线在 0点和直线船之间时 ,

⼩ 1
号 ,
那 名
( Q )

p
>Q

0 4
0 年

,
4

(3) 当直线如在等和线与 0点之间时 , k> 1
7只 (4) 当㫭和线过0点 时 ,

120B
>

p
o B

,
13. Q

0 A #

p)
0 A

15) 若 两等和线关于 0点对称 ,则定值12互为相反数
,

乐
713

>Q

业
0 年

1><

有

3
、 平⾯ 向量 的 坐标运算 、 lāky
āiny 。 )

,

於经
, y ) ,

⼊ 为 实数
.

1䏖⼆

,

la-xig.io?+5=lx,+xz,y.+y)ci5=xixz+yyzag0=iB=x,xz+gyz
ā -5 = (xi-xz.y-yyNEIM.mg ) 同州

, rnyi.nl



ā115 ⇒ ā⼆ ⼊如 ⇒ xyz-xzy.no
āti ⇒ ā ,如0 ⇒ xinyy.io

数量积 : (如胶 ⼼ 1157-0

基底 : t.I4.ci於 ? ⽤ iā表示出 ā , 5
,

坐标 : 建系 (出现等边 ,等腰 , 直⻆三⻆形 , 直⻆梯形 ,

bó
,
30

0

… )中投影 ;

50极化恒等式 ,

ā 7
,投影 i.si > ā

,
5 中 ⼀个 模 已知 ,

另⼀个 模来知 , ⽤投影5
C

M
2

。

" 点 ⼏ 中点 ,
求 舸 诚 = ?

点 M在此上动
, 朋诚 = 1删 , 酬愁A 2 13

lnn

⼆⽉阿航 1 =江⼼ = 2

极化恒等式 :

设 ā
,

5 为 两个 平⾯ 向量
, 则 恒有⽀式 婀 = 机⼼+5⽕红咧 G D

在三⻆形 中
,也可以 ⽤ 三⻆形 的忠线来表示 b.AE/tT-nn T T

⼆有
"

⼀ 术 的
"

A B啊 , 有 ⼆ 三
'

(弊 -成⻔ 5
当两个 向量之和 的 向量之差为定值的时候

, 常常 可以考虑利⽤极化恒⽀式来转化求年 ,

例 " 在 △ABC中 , 17点是Bc 中点 , E , 下是和上 的两个三⽀分点 ,
有两 ⼆ 4

, 成 .lt , 则 成谁 ?

共 n 呼 ,有⼆4
,
⇒ 脉戌⼆4 ⼆⽉顶啊

} 可得 的
"

沿
实 ⾮ 年-1 ⇒ 唹啦 -1 唹等 -4
不

成谁的" ⼀ 的
"

B D c
⼋成 ,远 了

个列 2 : 如图边⻓为 1 的正⽅形船⼭的顶点 A , ⼝分别在对轴正半轴 (含原点)上运动 ,

求 它 , 问 的max值 ,

^i
,
正 oi.li-7淤 c

D
> B

制 E 1年 1 +出让 1-
3 D

正

B

0 A
. ! 来本 = z o t >



四 10 ˋ
A

D 重⼼ 三⻆形 三条 中线 的 交点
,

•

。
数⼗ 三导分点

,

峬 + 有 +。 = 0 13 D C

0 (痴呢 ,

如物以 13

奔筢定𤨒 若 0 为 △和内 任意 ⼀点
, 有 ✗ 有 +pniiō

则 Boc
: 名舭 : S-3= X : f i 8

% 1300 两 ⼗ %Ae.OBtfg.EE Ō

内⼼ 三⻆形 三条 解分 线 交点
。 内切 圆 的 圆⼼

%Ba.it/eiS-=aibic ⇒ a. 峬 + b ,有 + c.。 = P

有
⼗
成

侧 侧
意思 是 为解分线

外⼼ 三⻆形 三条 中垂线 交点 三⻆形 外接圆 的 圆⼼

SOBocifneiS-B-s.in#iSin2B:sin2C=7sinzA.oi+sin2B.B
+ sina.ci :P

解成 ) 、 成 ⼼中垂线 的意思

@ 重⼼ 三⻆形 上边上 的 ⾼交点
,

有汤 = 问 。 ⼆ ⻰ , 有 两
⼗

Aō
晡⼼113lhosCSOBeiS-iS_ztanAitanB.tnc

垂线 的意思
⇒ tanA-ttanB.cn + tanc.it



例 : 已知 : ⼯为训死的内⼼ , 渊 - 1𠰻4,1 阿渊 = 10
, 则 ,愿的值

A 1成⼀腓 10 1襷第⼆悧 = 3
1喇 = 10

E.it/.:gkfPE=PF'PF+FBA_HtBHyEy.AE=AHPFB
昨洲

沿叫 ⼆ P -1 ⽉13 -M = 10- 4 =⑥
⼈ 叫 ⼆ 3

向量 中 的 数形 结合 :

例 : 1划啊 = 1 ā+5Ho , 那么 ā-的5 的夹⻆ ?

ā
Ü
i 菱形 ⼼ 才会有 妚刚

ㄥ l -

且 炸外⼼+57
ˇ

例 : 已知 ā ,
5
'

互相垂直的单位向量 ,

若 ō满⾜ (ii). (ii) --0,1刘 ⼼1 的max ?
出

An 7
· C 和为直 经做圆

, iii) 丄 (5⼈E)
ā • 在 圆 上 任耿点

,设 ⼼⼼
,

0
" '

都有 āit 5⼼ 故 1 Tmax = n
p

B



⽴体⼏何 :
⼤不 考 11 ,

上
, 体积 , ⼆⾯⻆ , 线 ⾯ ⻆ ,

⼩ 下 三视图
, 体积 , 异 ⾯ 直线 , 线 ⾯ ⻆ , 最 值时 , 外接球 ,

平⾏ , 垂直判定 .

1
0

瞪眼法1 . 三视图 :

1 44

i 4 4

2
0

扣点 法 ( 2014 国⼯ ,
127) :

正 侧 俯

将 三视图 放正 次 C ① 正视图 可知能 扣除 A.is , 可 知是 下点 留下来了
,

⽅ 体 内 看 AX 1 *

-。 败率头 ,

侧视图 可知能扣除 13 . 13 . ,
但 ⼀定在矸 线 上 有⼀个点 ,

ㄑ

i )
,

可俯视图 可 知 䏻扣除 AAi.AD.AD.AB.lt , 13 , 这 ⼏条线

故 : 原图形 三棱锥 下 ⼀𠮿

1
0

直接 套 公式 求
2

、 体积
2
0

换 顶点
。

1 缠体
⼆ 条⼈ 表⾯积 9圆柱 = 2𥐙 (⼼

体积 公式 :

| 𡜼维
⼆⼼缈

凝体 ⼆ ⽅ · ⾦ h
稇 台 ⼆ 不 ( r 2+⼼ r.lt Rl)

治体 =

'

,但 +5上 9. +5下 )h S球 ⼆ 474这n_n
1到⾯积公式 : "圆柱,刘 ⼆ 2⼈⼉

换顶点
Q P UQABC | S圆锥侧 ⼆ 不

rlDGA-i-DVp-ABcxiii.it搁台侧 = 不lt-R.li
B c VA.pe 911 ✗

,

… … ⽐⼀点到 ⼩⾯ 的 距离都 相等 ,

炉
Q.IQ 为 阳 中点

,
求

UQ-ABCAa-i-d-Up-ABc-EYt.pe
B



3
, 异 ⾯直线 所 成 ⻆ :

""可 法 : 先平移 ,
后 余弦 认

,

040的

②建 系 :

30 015 国 ⼯ : 平移 , 补 体 (正⽅体 , ⻓⽅体 )

2018国 ⼯ , 吓 已知正⽅体 棱⻓为 1
,
每条棱所 在直线 与平⾯ ⼈ 所 成 ⻆都 相等 ,

则 ✗截 此正⽅体 所 得
⼝

, ǜ c 题 ⼲可知 : 所 成 ⻆都相等 , 截⾯ ⾯积 max ?
K
,

1 ⼈ 故 :

XHAB.CA/iB证 上B.pl
-_-c,

问 何时𡁶得 Smax呢 ?

G !! _-P 答 : 当 ⼈是⾯ KHIPQG 时 , 故 56.liktisinbngCTD.PH
Q 13 1

P

4 线 ⾯ ⻆ :

1
0

⼏何 法 MA.tt P到 底⾯ 距离为 d
sìnx =

d B

渊 若 求不出来
,
⽤ 体积桥法

,

楗系法 :

同侧
侧 侧

⼆ laoksinx 声灯 让求正弦 值时 不要再 ⼼和咝们

1. 线线 ⻆ : a0 = 1-测 了
, ⼆⾯⻆ : 锐⻆ ,.ae/asai ,州

义 线⾯ ⻆ isino-lai.by 钝⻆ : ae-yn.is1

5
.

⽤ 向量 法 求 空间 中 的 距离 :

D异⾯ 直线 ab 间 的 距离 i d= 1的训
䏖 , 其中 ita.TL b.AE a.BE b

② 直线 a 与 ⽔⾯ 间 距离 i d= 刚刚
删

, 其中 AEa.BE ✗
,
成是⾯ ✗ 的 法 向量

,

两平⾏平⾯ ⼩
, P之间 的距离 i d= 1的训

, 其中 AEX.BE p ,
成是勔 的 法 向量

,

1 ⽉ 1

40 点 A 到 平⾯ ⼈ 的 距离 : d 啊"
, 其中 13 Ex

, 不是⾯ ✗ 的法 向量
,

吲

点 A 到 直线 a 的 距离 : d 啊⼀俩到
2

, 其中 13Eaā是直线 a 的 ⽅向 向量
.

⼼ 1

⑥ 两平 ⾏ 直线 a.tn之间 的 距离 : d 啊-1䑱
" 其中 AEa.BEbā是直线 a 的 ⽅向 向量
n ) ,



6 . 外接球 i
_
←
!-_-

墙⻆

D 补 形 法 (补 成⻓⽅体 or 正⽅体 ,
⽔⾯让

所有 对 棱都 相等 的 三 棱锥 图
傐仁强

⽕⼆ Ì⼀边⻓ 四⾯体
|
外接球 12-

R- a .

内切 球 nia

直棱柱 外接球 侧棱垂直于底⾯ 的锥的外 接球,

⽐ 图知 <
s

㠏 ooiz
i t ⽤正弦以 求 A 7

-_-c

12毸
B

⻓药

》 正棱锥 : 底 ⾯边⻓都 相亲
, 棱⻓ 可以不与 底 ⾯边⻓相等 ,

p
00, = h - R = 的2

- R
1

17 1 12 b 故 : R = ( h- 12)
2

+ 1
2

R
'武

ATii.EC t还是⽤正弦 7俅

13

两垂直⾯ 交 线 A
D ⾯ABCL ⾯ 139) ,

△ABC 与 △䀙 的 外接圆半径分别 为 么 , 122 ,
1 139 =l i

l
故 : 三棱维 A - 13 的 外 接 球 半经⼼ 必信 ⼀年

⼀

两-• 0

c.
⼆点途
-
D0,

⑤ 两个三⻆形 平⾯ ⼈ 9 存在夹⻆ ,其中 外 接球半径为 12
,

zgpim2-iri-2mn.ca0 +gOA-RS.noD

• 0 F 为 化中点 ,m : 平⾯ ✗ 外接 圆 圆⼼到 交线 距离 吓 gií 00, 下 02 四点共圆ni 平⾯ , 外接 圆 圆⼼到 交线 距离 吓 墷𡟶 吓为直径
0 : m 与 n 的夹⻆ . 1 钝⻆ 时 取 补 ) cga B

A
t : 两年⾯交 线 ⻓度

,

AC.CO/FOz=0N=nih
「 咋 毙 -_-2mnaos.no
代⼊



7 . 内切 球 等体积法 ,

万能公式 : 江 兮 , 以锥体 体积 ,
S 为 表积

• •

S-ir-i.br +iarc.rs
f
a

A v

I

B
-ip ÌSABC ' t + ⼴省 + jsnirtjsgt = V

1
C

⽖⼦7hi@PA-P-pc.P在 底⾯投影 0为 外 10 .

p
i 肌胚化

2 A

i i 13
0
%

。

'

A -=嘉 C
D

B

② P到 AB.AC.BG 距离相等 , P投影 为 内⼼ ⽐ 0-01 -02

p
i 成⼀阼 015 三重线 Th i

i i
A - -_-1- c
旷
-0

,
A

13
30

13 ) C

PA.PB.PE 两 两 垂直
, P在底 ⾯投影 为重 10 -

P

i 个 SPUBC 若 丄

A
-_- i-CIP.tt Bc 则 加 30

13 ⼈ ⽐上⾯叩 ⼈ BCLOA



正四⾯体结论：

直⻆四⾯体：

.fi"
斑四⾯体的棱⻓加 -_-

f
"
,

⼈ 对棱 间距所 正⽅体的校⻓

对棱中点连线⻓松

P" 有 球可以和正四⾯体全部棱相切 ,

该球的 R为正⽅体棱⻓⼀半娹

2
.

正四⾯体 的⾼ 强 =𦚯 ,

㧑正⽅体的体对⻆线 )

3
.
正四⾯体 的 让 Ěà (证⽅体 -4让个⼩三棱锥

⼆的正⽅体)
-
60
0

sixàxz _ à 故 S = Íàx 4 -_-24、 上四⾯体的全⾯积 Snà a a

a

5
.

上四⾯体的 中⼼ 到 底⾯与顶点的距离之⽐为 1 : 3

⽐正⽅体体对⻆线 : 北正⽅体体对⻆线 )

6
. 外接球的半径

㔆
放正⽅体 中看

内接球的半径酝

不 对棱相互垂直

8 , 正 四⾯体 内 的任意点 到 四个⾯ 的距离之和为定值 得于四⾯体的⾼ )

"

奥江- c
/ 另LAOBILAOECBOC = 90

0

B
/

1 . 不含直⻆的⾯ ABC.co/tBc为锐⻆三⻆形 2

6
.

5- S.A-S.is。他
2 直⻆顶点 0 在底⾯ 上的射影 H是⼀死的重⼼

7⾮刑戒在
3 .
V = ⻓ 以 013 . 0C

8 , 外接球半经⼼ 出 。如0旷。以补成⻓⽅体)4 底⾯Siiihnhi-ioc2.ci
z

5.
13⽐

⼆ SBHCSABC 9 内切 球半径 RES-%Bat%Aa-%ABc.at+ 013 +0C



1 、 空间 中 两 直线平⾏ 判定 :

a b

D 9焂 | > a化

"
。

② atxbt.sn/ ⇒ 。 ""

x
7 7

g
a③

您的 ⇒anb.sn a

acp 筘别 ⇒ anb
mra

✗

✗
,

p

b

1

2
.

空间 两 直线垂直的判定
a l

D 货⾏ ⇒ atb b anbf ⇒ ltb
a 7

✗

7

l.la b 7

3
. 直线 与平⾯ 平⾏ 的判定

a

b

D M P
aD

:努 | ⇒ a 仪
bcx

acx 1 ⇒ allp ✗

✗

p

4. 直线 与平⾯平⾏ 的 性质

P

iii.,acx b
a

✗

5. 直线 与平⾯垂直的判定
abmcx.mxe 91157 ⇒ 从 aD m n n = 13

.

"

atx

xi-nltm.tn六 七"

a
n



6
. 直线 与平⾯垂直的 性质 :

a b

缀 了 ⇒-
✗

7、 平⾯ 与平⾯ 平⾏ 判定 a

10 笖 !别 ⇒xip.aDaty-p.at/x,bnxatp
✗

! "
'

a
'

p
7

8 ,平⾯ 与平⾯平⾏ 的性质 : ⼩

x n p
a

m r = a | ⇒anbx.MY= b
p

.

b

9 平⾯ 与平⾯垂直的判定

D 货别 ⇒ xtp
ax ⼆⾯⻆ 的平⾯⻆ 为 90

0

7

10 、 平⾯ 与平⾯垂直 性质 :

会

oxtp.sn?=biiatp7bacx,aIb:@AEa,AEx
a

•

AXtp.atp / ⇒ acx ,

p



空间 直⻆ 坐标系 :

⼼ 建系 时注意 , xy ,

这 轴 ⽅向 ! !

Dcil.gl/Z,)Si+P=(-xz,y,+yz,Zi+Zz)
0 ·

y F (⽔ ,y ,

22 ) ā- 5 = (xi-xz.gg ,
Z
,
⼀ ⼆ )

T .5 =

N.xztyyztZIZz.la
ā 111⇒ ⇒ 恶李浩

② A ix. , g. ,
Z i) āt 5 ⇒ xiiyyztz.ro

B ' "" ⽕⼼ 仇"时 ,

2

-

1 0⽉ 1 = rynzi āblāl𠇁-0

G < à
, 5> =
iP

=xixztgyzi-Z.ZzlABI-mny.y.FM-到
2

1划𠇁 xityii.ge

中点坐标 ( 如 ,

以作 , f)

巧 年 向量法 : 叉乘法

若 有 = (x , y .
Z ) ,

⽽ ⼆ ( a .
b
, c)

没 平⾯ 和 的法 向量 扣= ( x , y 。 ,到 ,

则 有 不_ yzbc-yc-bz.yi-xzac-lxc-aZ.tt ! = xb - ay



㔆
-_-

斜率ktanx@gkxtb_oM.to
y-y.in

cyz-yxz-x.no
@ 岳 +f = 1 (不能垂直于 xy轴 , 不能过原点)

°
>
x

D Axt Bytco
⑥ x = ty + m (不含 ⽔平 )

1 、 平⾏ ,
垂直条线 fkikz -1 俩直线垂直)

h = kz 俩直线平⾏ )

/
如⼗时 +4。

=> f
11 : A ,

13
2
- A2 13 1

2 0 且 A.cz#AzG 或

B.cz#BzGAzx+Bzy+G=olLiAiAz+BiBz=0
2. 对称 (详情 ⻅ 函数那部分) gkxtb

刈

3 . f 两点间 距离 公式 : 1 1位 1 = 1加⼀个以⼩ k > 0 k。
b>0 b> 0

1 点 到 直线 的 距离 id.IM/o+By+cl >

✗

A4132 ko k。

1>< 0 1><0

两平 ⾏ 直线 间 距离 : d = 1aa

A
2
+ 13
2

4 、 直线 系⽅程
g.直线

和 +Byao 过 交点 A (区 , 利 的直线都 可以设为

1 2 .过 交点 A.勚。 , y。 ) A
,
x + 13y + G + ⼊ (Azx + 132ㄨ + (2) = 0

和 +Byao



1圆 i
, 定义 :P

定点 A (有 ,㸪 ,

满⾜动 点 1㖄 = k (定值 )

| D A .
13 定点

,
P动点 P

A · B 圆 的 ⽅程》 阿 波罗尼斯 图
-

D 标准 ⽅程 :2直线和 圆 的 位置关系 : ( 圆 ⼼到 直线 的 距离 )
向班 1,咋 r

圆⼼ (a , b) , 半径 r

⼀般⽅程
⼊到年 Dxty +1== 0相 离 相切 相 交
圆 101-.- Ē ) ,

⼤
唯⾔升

d > r d = r d < r 2

其中 𠯿上
2
- 4F >0

A.
•
0

• 0

※ 分

圆之 动点 A到 直线 距离 min 圆上 动点 A到 直线 距离 max

3、 相切 :

(x-班 (y-昨⼉
, 从 圆 上 ⼀点 Hay。) 作切线 · 1

àxoy。 ) (ta) ( x- a) + (y-1》 (y - b) = r
2

从 圆 外 ⼀点 作 切线 慫 ⼀ 叫切线⻓ ⼆ 013
2
- 1

2

断3

g :

.

· 1 3 . 5) 设 :切线 y-5冰 (不 3)
1 注意讨论 k不 存在的 情况

( x- 1 )
2

啦 4
" ' "

, kxy -1 5- 31-

d = 1 145314
= 2

K
2
+ 1

4相交 :

在圆 中 求 弦⻓ ⼀定要 ⽤ 垂径功来算 ,

• 0

īd
A B / A 13 1 = 2 rw

5. 切割 线 7hiPA.B.cl?A.pB=pcpD=PE2
.DE



6
.
圆 与 圆 的 位置关系

。 ,
⼩

R
·

a d
R

002
a.

˙ O
z

相 离 : 1 004 >Mr 相交 iR-raaakR.ir相切 ! 1 002 1 = Rtr
公切线 : 4条 公切线 : 2 条公切线 : 3条

内切 : 1 01 02 1 = 12- r
e

内含 : 1 01 0. 1 42- r
˙ Oz

G
公切线 : 1 条 柴 公切线 : ⽆

公共 弦 ⽅程 :

两 圆 ⽅程相减 的结果 就是 公共弦 ⽅程

下 圆 系 ⽅程

武 过A . 13 两点的 圆 :

xji 17.x + Ey + F + ⼊ lnj吅 + Ey F:) ⼆ 0•

13 年到年 12⼊ ⼗ Eyho
L

⼊到千咖 Eyt Fo

转移法 :

消参法 : 我 已知 不断 ,
过点 M 10⻔ 的直线恔椭 发 点 13为恶 昔⽃ 上的 动点

, Alza.no)
圆于A ,

13 .
两点

,
扯动 ,郎满⾜顺出咏制 求 线段 AB 中点 M的轨迹⽅程

求部轨迹 ? D 当 k 存在时 , ligkxtlAtx.gl ) 州 设 : Mlx, y )

^ 0胎 (有啊 = (您 , ⼀ )
B"219" 。

"
的 𢝵 中点公式 可 知 :

A.in 付北州 1 2-3
, 划分 )

-
B
⽂ 怀热

⇒ 14炒⽔⽔⽔了。 业
( x ,g)加⽔⼀ 篍2

,
加仁 森, 故汤 = 2x -2a

4故 Pl焱 , 秋
2 ) > 消参得 gg。

'扣刘

代⼊ 曲线 ⽅程中
(2⼩2分 (2分

✗⼆年汆 , g 和_ a
2

+

B
= 1

当 k不存在时 , 也满⾜此⽅程



求轨迹的6种⽅法：
1、直接法：

     根据已知条件及⼀些基本公式（两点间距离公式、点到直线距离公式、直线的斜率公

式…）直到列出动点满⾜的等量关系式，从⽽求得轨迹⽅程。

2、定义法：

      通过图形的⼏何性质判断动点的轨迹是何种图形，再求其轨迹⽅程，这种⽅法叫定义

法。⼀定要熟练掌握常⽤轨迹的定义，如：线段的垂直平分线、圆、椭圆、双曲线、抛物线

等等。还要熟练掌握平⾯⼏何的⼀些性质定理。

3、点差法

4、转移法（代⼊法）求谁设谁：

      转移法求曲线⽅程时⼀般有两个动点，⼀个是主动，⼀个是被动的。

      当题⽬中的条件同时具有以下特征时⼀般都可以⽤转移法：

     ①某个动点P在已知⽅程的曲线上移动；

     ②另⼀个动点M随P的变化⽽变化；

     ③ 在变化过程中P和M满⾜⼀定规律。

5、交轨法：

      若动点是两曲线的交点，可以通过这两曲线的⽅程直接求出交点⽅程，也可以解⽅程组

先求出交点的参数⽅程，再化为普通⽅程。

6、参数法：

      选取适当的参数，分别⽤参数表示动点坐标x，y，得出轨迹的参数⽅程，消去参数，即

得其普通⽅程，选参数时必须⾸先充分考虑到制约动点的各种因素，然后选取合适的参数，

因为参数不同，会导致运算量不同，常⻅的参数有截距、⻆度、斜率、线段⻓度等等。



1国升主 曲线 i

f⻓轴 州州
= 2 a

^9
㤎 y

2

5
= 1 (a >b > o ) | 短轴 : 1分 132 1 = 25

1 . 图象 : 13 1 M

公式 A,
⽅ 0 应 以 " 焦点 化 , oj 离⼼率 : etloce.ci )

132

焦距 1F.F.kzc
Eá- 5

01 两点 间距离公式 NMF.kae.no
证明 < 焦半径 M"叫" knka-e.no第⼆ 定义

ny
A. j i

a
2
+

B
= 1 / a > b> 0 )

M
- F ,

只
。

312

了 焦点 ; 1 0 ,
⼟ c) 离⼼率 :etlo.ec/)-Fz

Eàb2

焦距IFiFzl-zc.AZ
焦半径 : Mlxo.gs/MFikallMFzl=ay

。

第⼀ 定义 : 到 两 定点 下 ,下 的 距离之和为 2a 第⼆ 定义 :
到 定点 的距离 焦点⼼

= e
到 定直线 的距离 准线梐们

M
IMF.lt/MFzl=2alzaslFnFzl) ny

笀
M

,
⼀

⽅ 应 了
'

d )
>
x

第 三 定义 : 曲线上任意点 A 到 B.cl关于原点 对称 )
的

M

c
A
^

KAB.hn"戒
。

M
> 通径 i

i '

xB

kn.li/VlMNl=2b2aM(xi,yi)
了张公成

lwn.vn/YMolMNkk4lM-xzl=i+1'ly,-yzl焦点三⻆形 : ⽅ 应 ⽂

=

k41-lainqnf-titanzl0-F.ME )



何 必 俱轴 1分Azkza

à
_昔 = 1 ( a>0 ,

b>0 ) | 虚轴 113, 132 1 = 25
-
132

H
,

A , A
,

i. 0 F. 了
焦点 仕"" 离⼼率 : et ( e > 1 )

- 132

渐近线 ,堒 Eà+1,2

0 0㸲 中 , 011=_= a Mlxo.gg/在左⽀ :flMFIK-exo-aFz.tkb

MFzk-exnaflMFike.no+ a| 在右⽀ "

Hn = ex。 - a

z z f实轴IAAzkzai.gg_

"

_
= 1 ( a>0 ,

b>0 ) | 虚轴 113, 1321 ⼆2b.FI
⼀、 焦点 10 , ⽐ ) 离⼼率 : et ( e > 1 )

Bǐ 辂 ⽂
渐近线 g.+ ixciib2.AZ

吓 2 Mlxo.gg/在上⽀ : knkg.am
Fzkey。

+ a

| 在下⽀ : MFik-ego-iallMFzk-ey.cn
第⼀ 定义 illMFH-MFzlfzalocz.ae 1砳 1 )

^9
M
.

双 曲线 渐近线
Fl Fz

'
ㄨ

D 器咨 " 有共同 渐近线 的双 曲线 器散
⼋

焦点到 渐近线 距离为 b

焦点 三⻆形 : 5-
B

顶 点 到 渐近线 距离为 8 年 乍
了

t.ae

通经 : 装 ) 双 曲线 上 0点 到 渐近线 距离 之积是 您

@ 直线与 渐近线 k ⼤ ⼩ 关系 决定直线与 双 曲线 有叶交点



抛物线
gzpxlpo )

们 A.

1、 过焦点直线 交抛物线 于 A .
13两点 :P

"" 等𣁦"
>

xyiy.jp
2

-

13

x: ⼀ 是 2
. 焦 半径 AF-EiBF-IAFr.x.BE?fPA3=x,+xz+p

3. 焦点 弦 : A 13=
2P (通经rns.in

4⾮砟⽅ , 作昨 1"

siix

⽧ M A

5 名和 ⼆

zsinx 下
,
有 垧。

p
ˋ t ×

13 两夹⻆ 相累6. 相切 :

D 以 焦点 弦 为直径的 圆 相切 于 准线
"

A
8 ,

⼼ A.o.lv在⼀条直线上

ó 年 了
, N 13

@ 以 焦半径为 直径 的 圆 可与 ⼀条 坐标轴相切
,

过抛物线 焦点 弦 的 两 端点 向 惟线 作 垂线 ,
以 两重是

为直径 端点 的 圆与 焦点 弦 相切 、

M-e-nne-n-e-ee-nez.ee/YA 若 410 13 = 90
0

朵 了 f .

-

,
⼀定过 ccap.no )

o > q

的



常⽤ 结纶 : tictc
ep 1,2刈 IAFHi-oklac.ae 考⼤下 ⽤ 余弦所

A
设 作 ⼆ x

IBFH 印 172

, Heaoklac.ae/ ka-xixizg-z.xy.co
B

IABK 𠨑gx-b21-ei.no! = 1𢝵_

ac.co/yMA
印

1州 , 渊 同上IAFkeaso-izab.FI0

, 1 131- 1 = 9'i' " IABka.ae B -0 + 1

⽉
1 ABkzab2d.ca2

0 - a
2

以上椭圆 的 双 曲线 都是 ⾮砟命治
川 川

B
C B 若 ABL

,
同过 焦点 , p

若 A 13上

⼋

下 》
有 ⼗ 古 =

2ē
'

^ F >
x 则 有 + 出 =

2 -

A
D

29) A

c

29'

^9

13
k

若 有 ⼆⼊ 两
双曲线也⼀样

A.
" ⽂ 1-0 1 = 1 前 1

0- 1- , 你
1抛物线 中

,
e ,

叫

A 若 昨 ⼊ 病 ,

下 , 双曲线也⼀样。
, 则 : le.sn01满 113

抛物线 中
,erle.tk1刔

在椭圆 中 可设 i na +
8分0

b
2

三⻆换元 :Piosogb.io



硬中 定哩 :

隐喻
和 + g +ao

' l的"啊772 +2áAcxtàldb纼 = o

弦⻓ /M N | = 2的 肝⼈ 的动议- c
2

焦点 三⻆形 : SS-MFi.MFz.sn。约
2
+ 15 13

2

⾯积 证明 , aeMFFMFi-F.FI麻花 公式 : xyztxy ,
=

2⽉30分
2MFiMFz.CH45132

们

焦点三⻆形 :D 会 补形
, g : B 补成平⾏四边形

Fz

i. 了
À

共 焦点 结论 :

@ ⻆ 的变化 i i 1 -0
+

1-0
-

。 此时 0 甪 max , eì ei
之

⽚

izisinecoeeite.it//yp.n''.,SMF,=PM中位线 : 1 0 万 ⼆ 吓2
故 : ""红㤑 ⼋ 椭圆 e

,

p
F.

0 Fz
。

双曲线a

F! ii 了

@ 解分线 Th 刈

D 内切 圆 :P
000 这 相切 点 是 右顶点 。

M
P

相切点是 右顶点
, 1 · ⽂下 1 Fz

刈

p
^ p

⑥ esinkmsinms.in
p i , 是 ,esinsinx-isinp.fi

,

" 'i ,红



第三 定义与 点 差法 中点

第三定义 曲线上任意点 A 到 B.cl关于原点 对称 ,
结论 叫""" 和 为 中点 的 弦所在直线

1
0

在椭圆器埝 1 1侧中 ,

⼼ 雄等。

c
A
^

bikaiǘ 2
0

在双 曲线 器⼀ 中 ,ki.joM
>

B 3
0

抛物线 jzpx 中 , k:P仙3烣 = -i y。

点 差法 怎么 ⽤ i

y
: 已知 意恭 1 1 0 1》 0 1

, 有 ⼀直线 交椭 圆 于 A .

13 两点
,

奶 的 中点 为 Moiy 。)

设 : Atnyi.Blxz.gs
。
= ※双

得嘤
= 1 0 0- i

-i
a
2

+
5-5
分

⼆ 0 代 ⼊ 1 % = ⼩⽕
之

器器 1 0 L
(加到怀则 以⽕) (州2)

= o
a

+

B

可 多 出 : y,以
x_x
"器 等。

⇒ KAB-i.iq,

⼏个 常考 的点⼼
川 M为 中点 , 2

.

"
M 为 中点

1
0

0M konibiǜ
B kau怕 ,3

-i o ,
0

in
了 13

-

A

M为 中点
⼋

ny 倘若 :
A

。 也为konikAB.jpA . 13关于原点对称 •M3. A. 。 不
kpikpiǚB.ly

93
0



设⽽ 不求和 双 根法
,

设⽽ 不求 : 何国标 9
"某曲线与 gkxtm联点得 Ait Bxtc。

| @联⽴ Dxitxz-J.NET/if-Ax2+BxtC
代 回 和 脑 13⽐

刈 双根户
以以经七) = A =

A 做1时也需要验算。> 。

以确保有 2 个 根 ,

B
l 公式

) (x, +t.tnt) = 梦 =
A-12- 13⽐

A

4 @ yyilkx.mn)+ (

kxz-imkkmxy-imfyiyilkxnnnlknmkklxity.tn炅 ) = 1<2榸)
A

例 : 已知菱形 和切 的 顶点化在椭圆 ⽔诈4 上
, 对⻆线 131) 所在直线 的 斜率为 1

。

求 当直线 1317过点⼼) 时 ,
求 直线 化 的 ⽅程 ,

刈 款⽵ ACLBD
,
故 kn.cm " 场 : ⼩叫

A
B

设Alxiiyilcmynhciy-x-im.no粅

, 中点 M (哎 , ⼀ )D

C

D ⽬标 : M在 1》上
, 即 划

2
=位 +1

lf-mgs.tn/=7l-XHm)tl-xz+m)=x,+Xz+2=7x,+xzm-l
联点 :

y-x-imxj.it ⇒ 4⽔ 6mxt3ni.co

则 加⼊=_= im

了代国 将 的 结果代助中得 想叫
外 m-2

故 Acigxz



1 1 . 求直线过 定点交
1 次 个七 :

1 2 . 求 k.tk/kik2
注 :D mxtrn 不能表示过 原点 的直线

。

操作步骤 : ( 第 1 步 平移直线 ② 题 ⼲尽量 有 k.tk/kikz/直线过 定点 字样时 ⽤ ,

平移 时是在对上动
, {t 在第 2步 联⽴⽅程并⻬次化 上 下+

| 第 3 步 : 同 除"

第 4步 : 利⽤ ⻙达 定 五⾥证明 , 如果让证明 直线过定点
,还需去还原 直线 、

g : 若要证中挑的 斜率之和 以 积 为 定值 ? "

A
Q

D先将公共点怦移到 原点 ,
设平移后的直线mmn >

x
联⽴ , ⻬次化~_~
⼀次项乘以 mny , 常数项乘以 (m"啊 , 构造出来 g-bxg.ci。 P

30等式 两边 同除州前⾯注明⼊不等于吵 ,

40得到 : a期+ b- a 。

即 以
2
+ 1,⽕ + c = 。

之后利⽤⻙达定理求年 -

注意 是否 需要平移 回去
,

例 : 已知 华唞 , 㤈) ,
设直线坏过点 p ,

且交椭 圆 于 A .
13两点

,

已知 kpttkpi -1 ,
证 : l 过 定点

,

刈

•
眑 第 1 步 : 让 公共 点𨸶移到 原点

, 椭圆 ⽅程变成 华州州

⼈,
设 平移 后 的 场 = mxtny = 1

A
B

第 2 步 ⽔1 4 (刘兰 4

拆开 : rngg 。 ⼀次项乘""叫⼩ 松 4yg.im/+ny)=o常数项乘 lmx.mg)
2

第 4 步 : 先将直线复原.mx +㕽 1 ) = 1 、

整𤨒 (4+8叫
2

+8mg +72=0
即

:

mx-iny-n-koct.sn
已知 ik.tk ⼆ ⼗ ⼆

-4+和 第 3步 同除⽔
,
1 4+8𠻹 + gmf +1=0

故 : 2m = 1 + 2n

故 : ( 4-1 8) ktfmk +1=0
化为 ⼀个 未知量 :

x-iznx-izny-zn-z.no

即 定点 ( 2, - 1) k - k - 森 ,
kik.im



蒙⽇ 圆 :

曲线 器输 的 两条 互相垂直的切线交点 17 的轨迹是圆 rnj.ci,
2

双 曲线 恶恭 1 ( a > 1》。)两条 互相垂直的切线交点 P 的轨迹是圆 rnj.ci
抛物线 jzpx 的 两条 互相垂直的切线交点 P 的轨迹是该 抛物线 准线 .,

例 : 即为直线 axy -4=0 上 ⼀点 , 阳 , 仍是 C : 念个 1 1 a > 1 ) 的 2 条切线 ,

恰有 ⼀点 p , 使得 阳𡶐 , 求 e ?

⼼ 17点轨迹 Mgátl ,
此圆与 axy -4。 相切 ,

1 0 . 0) 到 直线 axty-4⼆0 距离 为 d = 4

4 át 1

个 dr 半径 可 作 : a =-
ˋ i a> 1

, 故 ⽐污
, 可㐜 = 8

圆锥曲线切线 ⽅程 :

1
.

•

• Mly 。 )

|
若 lxhy -昨⼈

则 : ( x。 ⼀⼩, _ a) +1g。
⼀叫 -1》 = 1

2

•
• Mlxo.gl/

切点弦

刈

•
Mlx.ly

2、
若 呇 + % = 1

"

1 B
= 1

刈
ii.,

则 㤎 +
刘

⽂

切 点弦



刈

3、

.MU/o,yo)'i
"B = 1

,

则 恐梨 = 1

^

• M⽐
, 901

>
x

切点 弦

ny

⼼崭 求切线 可 ⽤导数

中
• Mlxay 。 ) ⼈, 凡!
"

,

若⼼" 𪆓
则 ygpn.in

则xx-pyy.mg
刈

⼼⼼则 切点弦

.mn ,才
切点弦

⼏个特殊⽅程设 法 :

1 . 椭圆 经过 阳 , y ) , Qtny) ,

设 ⽅程为minlmso.no )

2
,

双 曲线 经过 阳 , y ) , Qtny) ,

该 ⽅程为mi-rnlmso.no )

3
.
与 双 曲线 器⼀⼆ 1 lao.to) , 有共同 渐近线 的 双 曲线 设 : ⽅程 器恭 ⼊

( ⼊ =1 0 )
4 、

已 知冰城 和 kxo.jo ) , 可设双 曲线 mly-ianlgt.io



数学归纳法 :

设 :P ( n ) 表示 ⼀个 与 ⾃然数 有关 的命题 ,

第 1步 证明 knnln.CN ) 成⽴

第 2步 假设 Rkilkno ) 成⽴ , 可 推 出 仙⻔ 成⽴
落结论 : 则 则 对 ⼀切 ⾃然数 n.no

,
n EN 时 都成⽴ ,

⽤实例 说明 ⼀下 :

i.正 : 1
2
+ 2

2

+ 5+ … +𠯿 "" '仙州 ( n E N)

, 当 n = 1 时 , 左边 : 1
2

= 1

右边 : 1× (
如

《州 )
= 1

, 可 知等式是成⽴的 ,

③ 假设 当 mklk 化州 时等式 成⽴ :

有 14 2
2

+ 3
2

+ … + k =
k (k+ 1 )作州

6

那么 : ( 求 当 n = 1⼀时结果 )

1
2

+ 24 3
2

+ … + k+ 1 141)
2

=
k.lk州庇州

+ ( 14 1)
2

6

=
k化州 化州 +6 化州

2

6

= (k+ 1 ) (⽔471< + 6 )
6

=
1 14 1 ) ( k-1 2) (⽔ + 3)

6

= 侧仙州 ' [北州 ⻔
即 当mkt 1时也 成⽴ .

6

根据 D和 可知等式对 任何 以⼼都成⽴ 。



概率 :

⼈ ⼏何概率 : 1𨰻㪻
列

⾯积 ⽐例

④体积⽐例

2
.
古典 ⽊既型 :

10 有限性

③等可能性
公式 阳 ) = 事件 A 包含数

总数

3 . 条件才既率 : P ( 13 1 A ) =
阳的

阳 ,
在条件 A 发⽣ 的情况下 , 事件 13发⽣ 的概率

RAB) = 阳) < P113)

4、 ⼜拉 事件 : RĀ) = 1 - 1)(A )

排列 组合 : 0 1- 1

3 1 = 6
D 排列 : AAEnln-D.cn -2)… (n_n) 4 ! = 24

An =
n !

(n_n) 1 5 ! = 120

A.in/.,Ai=CrnAn 6 ! = 720

7 ! = 1040
@ 组合 : =

nn) (n-2) … (n_n)
=

n l
m ! m ! (n_n) !

8 ! = 403⽐
=
Ai
An

=
叭叭… (mm+1 )

=
n l

m , (m - 1) 。 …2 1 m ! (n_n) 1

9 ! = 362880GM-cim.ci 1

30 两个 性质 : Ai-Aitm.hn 10 ! ⼆ 364800

g ⼆ GM + Gm-1

④ 分步是乘法
分情况是加法



排列 组合 常⻅ ⽅法 :

1
、
分配 问题 :

0平均分配 : 把⼏个 东⻄平均分配到 ⽵筐⾥ ,

⽅法 : 直接选择即可 , 不⽤ 排列

我 把 8本 不同的书 均分给 千个 ⼈
, 有⼏种⽅案? GG.GG 250

②不均分配 : 把 n 个 不同的 东⻄ 不平均放到 m 个 医⾥
, 其中 有 k 个 重复 、

公式 = D的⽅法 。

m !

k !

g : 5个⼈分 去了 个地⽅ , 每 地⾄少 有 1 个⼈
, 有⼏种⽅案 ?来

D 1+2+2 G.GG?!=5x6x3=9o
2个重复

+ ⇒ 150种
1 -1 1 + 3
2个 重复

GGS 䚱 5× 4 × 3 = G

2
. 捆绑 , 插空

, 隔板
3、 对⽴事件 ,

⼆项式 :

Dlatbp-G.dbtcin.li + Cia
"分 + … + Ciáb

"

( n妣)

所 ⼆ ciciibloarc.nl

性质 : G + G + G + … + G" = 2
"

奇偶 Ciciai + …

= G + G
3
+ G + … …

= z
n- 1

增减性 i S 当 " 划 时 ,

⼆ 项 式 系数分 的 值 ò

1 当 ⼼ ⽣ 时 ,
⼆ 项 式 系数分 的 值 !

故 :当 n 为 偶数
, 中间项 (第 三

"
+ 1 项)的 华 取 max

1 㓥为奇数
, 中间 两项傲 和 5 + 1 项) 的 ⼆项 式 系数 Ci -_- 相等并列 mx ,



@ 若 有 3 项 怎么办 ? 挑项 即可 分配

g 因城城 的 常数项 ?

DG5.ci/ 相加 得给

GiiMiliGlEP@G.liiC到我絗
'

4 系数最⼤项 求 法 :

设第 r项 系数 Armax , 那么 可 列 !
"⾮"

可排出 rAr 3的

B : 数列 也 可以 ⽤此法

训浙江㣺 已知 G = n (n-1 4) ,㣌
"

,
max 为 G

,
求 k值?

s a > G >k-orkioocklla.at
> tiock.no 故 仁 4

赋值法 :

若 laxtbp-aotaxta.it … + anx
"

令 fx) = ( ax +1》"

可 求 i a = f )

2
0

G + G + G + … + G = f( 1 )

3
0

G - G + G - 9 + … + (-1)
"
a = f - 1 )

4 G -1 9 + G + G + … =
9 11 +f,
2

5 G + G + g + … = fn-f.DZ



随机变量 及其 分布 :

训国正
,
187 :

1 、 互 斥 事件 :P (A + 13) = 阳 ) +阳) 运 斥
"

是对⽴
"

必要 不充分条件 。

2
、 对⽴事件 :P的 ⼆ 1 - R A )

3
、 相互独⽴事件 :P ( A B ) = P (A) .plB) 阳则 是仍 两个 事件 同时 发⽣

4、 独⽴重复 实验 : 如果在 1 次试验中某事件 发⽣ 概率为 p , 那么 在 n 次独⽴重复

试验 中 这个 试验恰好 发⽣ ⼈次的 概率 :

⽚ ( k) = GK.pkcrpiklko.bz ,
… n)

5.条件⽊既率 :P (B / A ) =
阳则
阳 ,⼀除条件。

(阳 。 )

6. 离散型随机变量 分布到

10两点 分布 : 答ㄒ 规范 :D先写 ✗所有 可 触取 的值 -

X 0 1
20 17 ( x = a) = b , M-) = d … …

p 1 - p P 列表格

Elx ) = P ,
吣 =

p
. ( 1-p )

》 ⼆ 项分布 Plx-kkci.pk ynk
X 0 1 … K … n

记作 : X~Bln.pl
PGT-icip.ly》

"
… ciia-ikGTNEM-np.MX) = n p ( 1- p)

该模型是抽 完 后 放 回
。

D超 ⼏何分布 : 在含有 M件次品的⼏件产品中 , 任职件 , 其中 恰有 ㄨ 件次品数 ,

1刘事件 作所发⽣的概率
Plx-kj-G.ci

该模型是抽 完后
X 0 1

、 … … a
不放 回 ⼀

PGMinG.cihcn.ci/iGv



7 离散型 随机变量 的均值 , ⽅差 :

0 均值 ,期望 :

1訫 = xip-ix.pt 为 13 + … +xnxx.az… 不

P R P B Pn 性质 : Elaxtb) = a E灬 b

⽅差
,
标准 差 刚

从⻔ ⼆点lxi-Elxipi-lx-EMYP.tl不下州位 + … + (不刷仙
性质 D Dcaxtb) = à吣

S吣越⼩ ,
X 的稳定性越⾼ ,

波动越⼩ , 取值越集中
1 吣越⼤ ,

X 的稳定性越低
,
波动越⼤ , 取值越分散

8. 丑态 分布

和 ⼆ 试 。
这冷

, XER.eu , 5是参数 - 0
,
- on_no ,

记 作 NU , 5
2

)
, 服从 正 态分布 x.NU , 5)

D 总⾯积 5 1
, 对称轴 ✗汕 左右 两侧 ⾯积为 之

对称轴

@ X -M M
o

N N 1 01 1 ) 标 惟 正 态 分布 ,

③ 期望 M , ⽅差 5
2

𦅚
4035 准则 : 1 1 110 , M 5 ) = 0. 6 827 >

M-5 M-1 5

| U -25 , µ + 2 5) = 0.9545

1 M - 35 . M 3 5) = 0 . 99 7 3 S相等 、



统计 :

1 1 , 简单随机抽样
D 三 ⼤抽样⽅法 :

1 2 .分层抽样 : 按⽐例抽样

3
、 系统抽样 : 1 ,

2
.
3 … …

平均数 不
"了
…不

⼆ 州了 ⼗ 五位 + 313 + … + Xnpn 1隄频率 )

⽅差 5 = ⽚U-x-lxz.it 灬 + (不划

标准差 " S-j.U-x-lxz.it 灬 + (不划

若有 ⼀组数 不
,
双 ,

⼊了 ,

… … xn 的平均数为 ⼀
, ⽅差 5

那么 当 axitb.am b. … … ánb 时 , 平均数 为 ǎnb , ⽅差为 约

30 中位数 总微 奇 诹中间 即可

。
偶 : 取中间 的 2 个数 求平均

⼀定要先 从⼩到 ⼤ 排 好 序再开始做下

@ 众数 出现次数最多的 那个数

@ ⽅ 差 代表数据 波动性 .

60 茎 叶 图

频率分布直⽅ 图 : '
众数 取最⾼⼩⻓⽅体 横标中点

| 中位数 把图 划分为左右两个 ⾯积 0.5 的 不值
,

⼊
频率
组距 平均数 每个 ⼩⻓体 中间点乘⼩⻓体⾯积

0. 38 - _ _ _ _ _ _ _

o. 3 2
- -_- -_- 众数 : 15.5

t
^

中位数 !嘉影棚发现得 ⽐ > 015ii 懋可 的…6

mnggq.gg >

1574 可知 需 列⽅程多 出 在》 中 "多少是让 左侧⾯积 为 015
.

阴影部分⾯积 就加5 分 + S@ = Q22 设 : 在》 中 有 0. 38 x = 0 . 4

0.5- 0. 22 =- 0 .28 年 : x ~~ 074

故 : 中位数为 15. 74

平均数 : 1 3 .5𠖳 + 1 4.5𠖳 + 15. 5 S) + 16
.
5名 + 175向



相关系数 :

r
⼆点

lxi-xtlyi-D_iiyi-nxjixi-iiiyi-nilxi-nxylyi-ngy-i.li
到

,

9 当 0从 1
,
说明 正 相关

| 当 ⼀⼼ 0 , 说明 负 相关

注 : t值靠近 ⼟ 1时 ,
说明相关性强 ; 靠近 0时 ,

说明相关 性 弱
,

回归 直线 ⽅程

D 直线 必 过样本 中⼼ ( ⼥ , g) ☆

结果 为 估算值 , 并⾮ 准确 值 ,

可 直线 斜率 与 ⼩ 同 ⼗ 国 -

40 计算 jbxta 的 ⽅法 i / D先算

T.gg算 b =
𤇍纵》约) ⼆点

xiyi-niyyxi-iii-n.io
将 ⽐ , g) 代 ⼊ 直线 求 a

独⽴性检验

y.dz 总计knlad-bcix.cnb atb labj.lad)纰) (肶)
加 c d ad

总计 ac btd abtad matbtad

若 求出 ⼼ 下8
派饭) 0010 0 0 10 0 . 00 1 那 应该选 P (烂 k) = 00 10

k 3
.
84 1 6 635 10 . 828 也就说明 1 - 001 0 = 99 %把握



定积分 :

计算 : ffdx-fi-Flbs.FIa)
其中 剧 =利

,

⼏个 常⻅的 ifkdx-kx.ie fàdx ⼆点 +

clao.at/)/xdx=xa+1a+itClat-1)fia:dx=tnga+CJidx=ln1xl+Cfidx--
hlxtTltclaojfosxdx-sinxtC.gs
inxdx -_-axtc

J_idx-hlx-al-icfhdx-tanatcfixdx-atx-icfexdx.EC
^ f)

图形 : ffndx 表示 这个 !貅
,
意思 -

a b

M 和fifxrg.nl 表示 这个 i.IT
, ⼈,

意思
,图像 在5 0 以下 , 所 得 为负数

,

利| 和⼀时 , ⽤⾼的 减低的

定积分基本 性质 :P fkfndx-kffn.lk为 常数)

| @fhfngndx-ffndx-tfgndxoffndx-ffndxtff.nl
x (其中 aa.ccb)



极坐标
圆ipaasof-P.co昸 侧

2

gmgo
圆⼼ 么 , b)

半径ryp.sntane !
椭圆体

-0

gbaso

P的 ⼏何意义 ☆

极 经 1 表示极坐标平⾯ 内点⼼到 极点 0 的 距离

⼀般应⽤在过 极点 的直线 与 曲线 相交
, 所 得 弦 ⻓问题

。

g
: 已知 Gif-4aso.ci p = 2班 ,

约极轴 交于 0 .
1)两点

,

射线 t.aplpo.at⼼ 与 G.cz 相交 于 A ,
13两点

,

已知 SABD_ ,
求 P ,

⼋

、

A
设 : A ( p . , f) 13112 , f)

S-t.IABI.ysinpo.io#j,1lABl=lPi-fl=Iaaosp-2agl=zospsinzp==
fii

参数⽅程中 ⼗ 的⼏何意义 :

1 . 定点T.gl , 倾斜 和 , fxotty-yo-it.sn, 化为参数 )
⼭ 的 ⼏何 意义是直线上 的缷到 p.la 。 y 。 ) 的距离

,ㄑ
t > 0

, 则 ⼼了
,
向上

七 ⼆ 0
, 1到 M。 与M点 重合

tco ,
1到 Mn ,

向下
DIABKHA-t.nl

,
A .

13两点到化的距离 有 1
,
在1 31

3 ⽉1 . 13两点 中点 赞了
,
若 化为船中点

, 有⼀。

2
. Y"⼼⽐

伪参数)
,

当 à吽 1时 , 应先化成标准 形式 。

gynbt

3. 做后步 ,直线参数⽅程
曲线普通 ⽅程

代 ⼊ 后⻙达 即可



柯⻄ 不等式 i
,在 求 ⼆ ⽆ 以 祝最 值问题
1 在求 上 ⽆ "祝 不等式 证明

基本 ildnlidy.laabd)2
, 取等条件 : aákbc 做到

拓展 ( d + ( + … ⼗ 发 ) ( 分 + 5 + … ⼗ 分) ; ( abitaz.bz ⼗ 的名 + … tànbnf
取等条件 : aib, = aibz = G : ) = … = anibn 傴" 或 以 ⼆0时 ,

a和 以都等于 0
,

不考虑 aibi)
i= 1 , 2,3 ,

…

,
ㄇ

权 ⽅和碍成

在 a.b.x.jo 时 ,
毕㙛 ,

姒》
2

xy
, 当 知字时取等 ,

拓展 ; a > 0
,
bi >0

, 则 笑 㙮 + … +
à
的
3 4 + 92 -1 9 + … +到

2

b ,咯咯 + … + 名
当 ai ⼆ ⼊ 发 时取等

GO.biso.mn
, 则
卵
bn

+
缈

ymtinxnb.in?la+az+...+aym+ib,tbz+b,+...+bn 当 ai ⼆ ⼊伏 时取等

幂平均 不等式 :

9
2
+ E + … tai3-nlatazt.tn)

2

琴 ⽣ 不等式 :

若 定义在其区间 上的 函数和 , 对于 定义域 中 任意 两点 不 ,从仲刘

有 和断 :恻" orft) , 和⾮"

f) 凹 函数 , 和 凸 函数

对数平均不等式 i a >化
,

从 2

à_
ㄑ abcabcfbcyalna.hnb






